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Bevezetés a jegyzethez

Te jol tudod, a koltd sose lodit:
az igazat mondd, ne csak a valodit.

Jozsef Attila: Thomas Mann iidvizlése

Ez a jegyzet egy most késziil6 konyv kézirata. Barmilyen megjegyzést, javitast, kérést szi-
vesen vesziink, s6t reméljiik, hogy minél tobb ilyen megjegyzést kapunk, mert ez javitani
fogja a konyv szinvonaldt. A megjegyzéseket az ewkiss@cs.elte.hu email-cimre
érdemes kiildeni, de szivesen meghallgatjuk szoban is. A visszajelzések birtokdban a jegy-
zetet folyamatosan javitjuk, és ahogy az el6adds halad el6re, Gjabb anyagrészekkel bdvitjiik
is. Ezért érdemes rendszeresen koriilnézni a

http: //www.cs.elte.hu/ ewkiss/bboard/algebrabook/

web-cimen, ahol pdf formatumban mindig megtaldlhat6 a legfrissebb valtozat, és az is-
mert, értelemzavard sajtéhibak jegyzéke is.

A konyv matematika tandrszakos, matematikus, és alkalmazott matematikus hallgatok
szdmara késziil. E hdrom szakon az anyag mennyisége, felépitése, és igy az eldadas tem-
poja, részletessége is kiilonbozd lehet. Sok esetben az eldado egyes szamoldsokat, meg-
gondolnivaldkat hazi feladatnak ad azért, mert ezeket 6ndll6 munkdval lehet csak igazin
megérteni. A jegyzet azzal kindl segitséget, hogy benne vannak azok a részletek is, amelyek
az eldaddson nem mindig hangzanak el. Ezek sokszor magyardzatok, részletszamitdsok, de
els6sorban az aprébetiis részekben szerepelnek mélyebb, eléremutatd, vagy filozéfiai jel-
legli megjegyzések is.

Maximalis érthet6ségre torekedtiink, de ezen beliil mindig gy véalasztottuk a targyaldsi
modot, hogy a lehet6 legjobban eldkészitse a legfontosabb absztrakt algebrai fogalmak be-
vezetését. Ezért a bevezetl fejezeteket annak is érdemes atfutnia, aki mar ismeri példaul
a komplex szamokat, vagy a polinomokat. Nagy hangsulyt fektettiink arra, hogy elma-
gyardzzuk a ,miért’-eket: azt, hogy az egyes fogalmak miért fontosak, miért igy és nem
mashogy definidltuk 6ket, hogy a bizonyitdsokban miért éppen a leirt 1épéseket tessziik,
hogy lehetne-e mdsmerre haladni. Ugy gondoljuk, ez nemcsak az anyag alkalmazésahoz
ad segitséget, hanem az 0néllé problémamegoldashoz is. Aki a matematikat alkalmazza,
azaz modelleket készit, annak el kell sajatitania a fogalomalkotas technikédjat is.

A jegyzet formdja annyiban szokatlan, hogy egyes szdmolasi részletek, meggondolniva-
16k Kérdés, Gyakorlat, vagy akar Feladat form4jaban szerepelnek az ,.,elméleti” szovegen
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8 Bevezetés a jegyzethez

beliil is. Meggy6z&désiink, hogy matematikat gy lehet a legeredményesebben tanulni, ha
minél tobb bizonyitdst magunk taldlunk ki, és ha menet kozben elgondolkozunk a dolgo-
kon, miel6tt tovabb olvasndnk. Az 1j forma ennek a lehetdségét prébdlja megteremteni.
Ha valaki nem boldogul egy ilyen Kérdés megvdlaszoldsdval, vagy ha ellendrizni akarja
magat, akkor érdemes a vélaszt fellapoznia a jegyzet végén, miel6tt tovabb haladna.

A matematikdt nem elég megtanulni, meg is kell érteni azt. Ebben segitenek a konyvben
szerepld Gyakorlatok (ezek éltaldban konnyebbek), és a Feladatok (amelyek nehezebbek).
Ezek legtobbjéhez megoldast, és a Feladatokhoz ezen kiviil utmutatast is adunk a jegyzet
végén. Igy a jegyzetben csaknem teljes egészében megtaldlhat6 a gyakorlatokon szerepelt
anyag is, megoldasokkal egyiitt.

Vigydzzunk: a megoldasok elolvasdsa nem helyettesiti az 6ndll6 gondolkodést. Ezen ki-
viil a megértés és a begyakorlds két kiilonboz6 dolog! A jegyzetben szerepld Gyakorlatok
és Feladatok els6sorban az anyag megértését segitik. Ha nem elegendbek a begyakorlasra,
akkor a Fagyejev-Szominszkij [2] és a Czédli-Szendrei-Szendrei [1] feladatgydjtemények-
bdl érdemes tovabbi feladatokat megoldani, egyéni sziikségletek szerint.

A jegyzet kiinduldsképpen csak a kozépiskolai anyagra tdmaszkodik. Ahogy azonban
haladunk el6re, sziikség lesz mads, els6sorban szdmelméleti, kombinatorikai, és kés6bb li-
nedris algebrai ismeretekre is. Ezek elsajatitisdban segithetnek az Irodalomjegyzékben
szerepld mivek, elsésorban Freud Rébert és Gyarmati Edit: Szdmelmélet [4], illetve Freud
Rébert: Linedris algebra [3] cimi miivei. A szovegben természetesen mindig megemlitjiik
a sziikséges eldismereteket.

Végiil egy dltalanos megjegyzést szeretnénk tenni a matematikarél. A matematika fej-
16dése nem olyan egyszerdi folyamat, hogy megoldjuk a gyakorlatban, vagy a mas tudo-
manyokban felmeriilé problémadkat. Azért nem, mert sokszor el6fordul, hogy ezeket a
problémadkat nem tudjuk megoldani azonnal. Gyakori tapasztalat, hogy ilyenkor segithet a
megoldasban a matematika egy masik teriilete, egy olyan teriilet, amelyet eredetileg egé-
szen mas célbdl, mas problémak megoldasa végett fejlesztettek ki. Példaként érdemes
megemliteni az RSA titkositasi rendszert, amelyet manapsag dllandéan alkalmaznak, és
amely annak koszonheti a megsziiletését, hogy az emberiség egy masik, teljesen elvontnak
és alkalmazhatatlannak t{ind problémét vizsgalt: azt, hogy nagyon nagy szdmokat milyen
eljarassal lehet gyorsan primtényez6kre bontani.

A matematikat tehdt nem egy (tétel)gyarhoz érdemes hasonlitani, hanem inkédbb a termé-
szethez, ahol minden mindennel Osszefiigg. Egy-egy teriilet életképességét az szabja meg,
hogy hogyan tud beleilleszkedni az egészbe, milyen kapcsolatokat tud teremteni. A fej-
16dést sokszor belsd torvényszerliségek szabalyozzak, ilyen példaul a matematika eszté-
tikuma. A matematikusok 4ltal izgalmasnak, érdekesnek, szépnek tartott kérdések meg-
védlaszoldsa szdmtalanszor vezetett dontd 4ttdréshez. Olyan Otletek meriilhetnek igy fel,
amelyhez mdshogy el sem juthattunk volna. A matematikdt alkalmazni szdndékozok az-
utdn meglatogathatjdk a természetet, és megtaldlhatjdk azt az erdei gyiimolcsot, gombat,

amire éppen sziikségiik van.
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Ha kirdndulunk a természetben, akkor meg is erdsodiink. A matematikédval val6 foglal-
kozas pedig megerdsiti az dltaldnos emberi gondolkodasnak egy nagyon fontos fajtajat: azt,
amikor szisztematikusan végig kell gondolnunk valamit. Ez lehet koznapi dolog, mondjuk
butortologatési stratégia egy zsufolt lakdsban, de lehet szdmitdstechnikai probléma, vagy
akar jogi kérdés is. Mindezt problémamegoldassal, fogalmak, bizonyitasok megértésével
edzhetjik. A matematikanak része a matematikai logika, amely ezt a fajta gondolkodas-
modot vizsgélja, és teljes megbizhatosaggal kezeli.

Minden kedves olvasénak hasznos, sikeres id6toltést, és kellemes, élményekben gazdag
kirandulast kivanunk.

Budapest, 2003 6szén:

Hermann Péter és Kiss Emil






I. rész

Elemi algebra






1. KOMPLEX SZAMOK

.. a zsenidlis Cerebron, egzakt modszerekkel
boncolgatva a problémadt, a sdrkdanyok hdarom
fajat fedezte fel: a nullds, az imagindrius, és
a negativ sdarkdnyokat. Mindezek, amint mdr
emlitettiik, nem léteznek, de mindegyik fajta
egészen mdsképpen nem létezik.

Stanistaw Lem: Kiberidda
(Murdnyi Beatrix forditdsa)

1.1. Miiveletek és tulajdonsagaik

Mit s jelent az, hogy ,.kiszdmolunk™ valamit? A mindennapi életben mondhatjuk ezt olyan-
kor is, ha el akarjuk donteni, melyik tton haladva jutunk el leggyorsabban a Magas-Tatraba,
vagy hogy bedldozzuk-e a vezériinket egy sakkpartiban a gyorsabb mattadas érdekében.
Amikor matematikdr6l van sz6, akkor elsGsorban arra gondolunk, hogy miiveleteket vég-
ziink: 0sszeadunk, kivonunk, szorzunk, osztunk.

Ha megkérdeznénk valakit, hogy miket szoktunk igy 6sszeadni vagy kivonni, akkor va-
16szintileg azt a vélaszt kapndnk, hogy szdmokat. De milyen szdmokat? Egy Gsember
valdsziniileg kis pozitiv egész szdmokra gondolna: egy, kett, harom, sok. A régi goro-
gok csak a raciondlis szdmokat tekintették szamnak. A torteket ismerték, de a végtelen
tizedes torteket nem. A szakaszok hosszdt csak geometriailag tudtak Osszeadni, és még
be is bizonyitottdk, hogy az egységnégyzet atloja nem szdm, hiszen nem lehet két egész
hanyadosaként kifejezni. Ha pedig egy modern fizikussal taldlkozunk, akkor ¢ fiiggvé-
nyekrdl, matrixokrol, kvaterniokrol, linedris operatorokrdl, és még ki tudja mi mindenrdl
fog beszélni, amiket 6 mind-mind 6ssze szeretne adni.

A matematika dolga ebben a helyzetben az lenne, hogy ezeknek az embereknek meg-
konnyitse a szdmoldsok elvégzését. De nem mindegy, hogy hogyan! Ha valakinek sok
olyan feladatot kell megoldania, ami mind masodfoku egyenletre vezet, akkor minden
egyenlettel szaladjon a matematikushoz? Jobban jar, ha a matematikus ehelyett megmu-
tatja neki a megoldoképletet. A matematika erds oldala mindig is az volt, hogy sok hasonl6
problémat egyszerre tudott megoldani, alkalmas mddszerek kidolgozaséval.

A fenti helyzetben, amikor sok ember mindenfélével szdmolni akar, az a j6, ha a ma-
tematikus egyszerre tud segiteni nekik, olyan altalanosan, ahogy csak lehet. Arra kell
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14 1. Komplex szdmok

koncentralnia, hogy mik a miiveletek kozds tulajdonsdgai, amiket azutén a kliensei (vagy
kliensek nagyobb csoportjai) haszndlni tudnak. Az absztrakt algebra elsGsorban az ilyen
tulajdonsdgokkal foglalkozik.

Ahhoz, hogy mindezt megértsiik, konkrét példdkat kell latnunk. Kezdetnek harom ilyen
példa kinédlkozik. Amikor egyenleteket oldunk meg, akkor mar nem szdmokkal szdmo-
lunk, hanem olyan kifejezésekkel, amikben ismeretlenek is szerepelnek. Ez fog benniinket
elvezetni a polinomok fogalméhoz. A magasabb foku egyenletek megoldasakor, €s szamos
mas alkalmazésban is, az ugynevezett komplex szdmok lesznek hasznosak. Szamelméleti €s
kombinatorikai feladatok megoldasakor néha érdemes a szamoknak csak a paritdsat, vagy
valamilyen szdmmal vett osztdsi maradékat vizsgdlni. Ilyenkor maradékokkal szamolunk.
Meg fogjuk latni, hogy a szdmolds szabdlyai mindhdrom esetben hasonléak lesznek.

A fejezet hatralévo részében a maradékokkal valé szamolds hasznossagat probaljuk meg
illusztrdlni néhédny feladattal. Az aldbbi két feladat nagyon kiilonbozd, de a megoldasuk
otlete hasonld.

1.1.1. Feladat. Igazoljuk, hogy egy 100 x 100-as sakktdbla nem fedhetd le 8 x 1-es domi-
nokkal (egyrétlien €s hézagmentesen).

1.1.2. Feladat. Megoldhaté-e az egész szamok korében az x2 4+ 5y = 1002 egyenlet?

Az els6 feladat megolddsdhoz irjunk fel a sakktdbla minden mezdjére egy-egy szamot a
kovetkez6képpen. A bal felsd sarokba nullat irunk. Ezutdn a sor tobbi elemét ugy toltjiik
ki, hogy az el6z6 mez6n 1év6 szamhoz mindig 1-et hozzdadunk, de ha a 8-hoz ériink, akkor
nem 8-at, hanem nulldt {runk ismét. Ezt Ggy fejezziik ki, hogy az 1 hozzdadasat modulo 8
végezziik el. Ha mar az els6 sor kész, akkor ebbdl kiindulva az 6sszes oszlopot is hasonléan
készitjiik el: lefelé haladva minden mezd értékét megnoveljiik 1-gyel modulo 8. Masképp
fogalmazva: a (feliilr6l szamitott) i-edik sor j-edik mez6jére irt szdm az i + j —2 maradéka
8-cal osztva. A bal fels6 sarok tehat igy néz ki:

0123456701
1 234567012
2345670123
3456701234
4567012345
5670123456
6 701234567
7012345670
01234567201
1234567012

Konnyen lathat6, hogy bdrmely mez6rdl egyet jobbra vagy lefelé 1épve a rairt érték ponto-
san 1-gyel novekszik modulo 8. Helyezziink most rd egy 8 x 1-es dominét erre a sakktéb-
lara, akdr vizszintesen, akdr fiigg6legesen. Barmilyen szdmot takar is el a domind bal fels6
sarka, a kovetkezd eltakart szaim ennél eggyel nagyobb modulo 8, a kovetkez6 még eggyel,
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és igy tovabb. Mivel a dominé nyolc négyzetbdl all, mindenképpen a 0, 1,2, 3,4,5,6,7
szamokat takarja el, valamilyen sorrendben.

Most mér konnyd belétni, hogy a kivant lefedés nem lehetséges. Ha ugyanis létezne
ilyen lefedés, akkor, mivel mindegyik dominé pontosan egy darab O-t takar el, a sakktabldn
annyi O szerepelne, mint amennyi a sziikséges domindk szdma. Ugyanennyi szerepelne az
1,2,3,4,5, 6,7 szimok mindegyikébdl is. De ez nem igy van, konnyd megszamolni, hogy
a sakktablara 1249 darab 0-t, de csak 1248 darab 7-est irtunk.

1.1.3. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy a sakktdblara tobb nullat {rtunk, mint hetest, anél-
kiil, hogy megszdamolndnk, melyikbol hdanyat irtunk.

A most alkalmazott gondolatmenet egy indirekt bizonyitds volt: feltételeztiik, hogy a
bizonyitand¢ allitds hamis (azaz, hogy 1étezik lefedés), és ebbdl ellentmonddsra jutottunk
(hiszen az jott ki, hogy 1248 = 1249). Ezért a kiindul¢ allitasunk sem lehetett hamis, tehat
mégsincs ilyen lefedés. Ezt a bizonyitdsi mddot 1épten-nyomon alkalmazni fogjuk.

Az 1.1.2. Feladat megolddsdhoz ,,modulo 5” fogunk szdmolni. A jobboldalon 4116 1002
szam maradéka 5-tel osztva 2. Mivel 5y maradéka nulla, olyan x-et kell taldlnunk, melyre
x? maradéka szintén 2. Meg fogjuk mutatni, hogy nincs ilyen x, tehdt az egyenletnek nincs
megoldasa az egész szamok kozott.

Ehhez elvileg végig kellene nézniink az 0sszes egész szamot, mindegyiket négyzetre
emelni, €s Ottel elosztani. A nullatdl indulva a keletkez6 maradékok a kovetkezok lesznek:

0, 1, 2, 3, 4 5, 6, 7, 8 9, 10, 11, 12, 13, 14,
0, 1, 4 4 1,0 1, 4 4 1, 0 1, 4 4 1,

Lathatjuk, hogy a sorozat 5-6sével periodikus. fgy van-e ez akkor is, ha tovabb folytatjuk a
sorozatot, vagy ha a negativ x-eket is megvizsgaljuk? A vélasz igenld. Ennek belatdsahoz
az x szamot osszuk el maradékosan 5-tel: x = 5 + r, ahol r a 0, 1, 2, 3, 4 valamelyike.
Ekkor
x2 =g +r)? =25¢>4+10g + r* =5(5¢> + 2¢q) + r>.

Vagyis az x? és az r? ugyanazt a szdmot adja maradékul! Ezért elég az r? lehetséges
maradékait végignézni. Ezt mar megtettiik, és latjuk, hogy a 2 nem fordul eld kozottiik,
tehat a feladatot megoldottuk: az egyenletnek nincs egész megoldasa.

2

7

Az el6z6 feladatban az eredeti szam, azaz x helyett annak az 5-tel valé osztdsi maradé-
kaval szamoltunk. Ez 6ridsi konnyebbség volt, mert végtelen sok szam helyett csak véges
sokat — az 0t lehetséges maradékot — kellett megvizsgdlni. A megoldast az tette lehe-
t6vé, hogy szoros kapcsolat volt x? és > maradéka kozott. Hasonl6 4llitas igaz altaldban
az Osszeaddsra és a szorzdsra is, durvan fogalmazva 6sszeg maradéka a maradékok sszege,
szorzat maradéka a maradékok szorzata lesz. Emiatt tetszdleges olyan egyenletet, amely-
ben az ismeretlenek egész szamok, megprébalhatunk gy megvizsgdlni, hogy ,,modulo 5
vessziik”, vagyis az ismeretlenek helyett azok 5-tel valé osztasi maradékdval szamolunk.
Ha igy nincs megoldas, akkor eredetileg sem lehetett. Persze az 5 helyett mds ,,modulust”
is kereshetiink, ha az egyenlet vizsgédlatihoz az a célszertibb.
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Hogyan is végezziik ezeket a miiveleteket a maradékok kozott? Foglaljuk Ossze tdbla-
zatosan az 0sszeaddst is €s a szorzdst is. Az a elemhez tartozé sor és a b elemhez tartozé
oszlop metszéspontjdban az a €s b modulo 5 vett 0sszege illetve szorzata szerepel:

+510 1 2 3 4 *5 (0 1 2 3 4
00123 4 0(0 0O0O0O
1112340 101 2 3 4
2123 401 2102 413
313401 2 3103 1 4 2
41401 23 410 4 3 21

Ezekbdl a tablazatokbdl sok hasznos informacid olvashatoé le. Példaul a szorzastabla ,,féat-
16jara” nézve latjuk azt a kordbban mar felhasznélt tényt, hogy modulo 5 a 0, 1, 4 szdmok-
nak van ,,négyzetgyoke”, 2-nek és 3-nak pedig nincs. Médshogy fogalmazva: egy négyzet-
szam 5-tel osztva nem adhat sem 2-t, sem 3-at maradékul.

A fenti tablazatokkal két ij miiveletet definidltunk a {0, 1, 2, 3, 4} halmazon, vagyis a
modulo 5 maradékok halmazan. E miiveletek tulajdonsagai nagyon hasonlitanak az eredeti
Osszeadas és szorzds tulajdonsdgaihoz. Foglaljuk 6ssze ezeket a tulajdonsdgokat, de most
mar 4ltaldban, az 5 helyett tetsz6leges m modulust alkalmazva.

1.1.1. Definicié. Legyen m pozitiv egész szam, é€s jelolje Z,, a {0, 1, ..., m — 1} halmazt,
vagyis a modulo m maradékok halmazat. Ertelmezziik e szamok kozott a modulo m dssze-
addst és szorzdst a kovetkezOképpen. Haa, b € Z,,, akkor a 4, b jeldlje az (egész szdmok
kozott kiszamitott) a + b Osszeg m-mel valé osztdsi maradékat. Hasonl6képpen legyen
a *, b az ab szorzat m-mel vald osztasi maradéka.

1.1.2. Allitas. Legyenm > 1 egészésx,y,z € Z,. A jobb dttekinthetoség kedvéért jelolje
+ = 4, amodulo m Gsszeadast, x = *,, pedig a modulo m szorzast.

(1) (x+y)+z=x4 (y+ z) (az 6sszeadas asszociativ).

(2) x +y =y + x (az 0sszeadds kommutativ).

3) x + 0 = 0+ x = x (azaz Iétezik nullelem, amelyet barmely elemhez hozzaadva
azt az elemet kapjuk).

(4) Minden x-nek van ellentettje, azaz olyan y, melyrex +y =y +x = 0. (Ilyen y
lesz a —x maradéka modulo m.)

(5) (x *xy)=xz=xx(yx*z) (aszorzds asszociativ).

(6) x x y =y * x (a szorzds kommutativ).

(7) xx1 = 1%xx = x (azaz Iétezik egységelem, amellyel barmely elemet megszorozva
azt az elemet kapjuk).

(8) (x +y)*xz=x*z+ yx*z (disztributivitas ).

Ezeket a tulajdonsdgokat most nem bizonyitjuk be (bar némelyiket konnyd ellendrizni).
A legtobbjiik kovetkezik az alabbi allitdsbol, ami a modulo m miveletek és az egész sza-
mok kozotti miiveletek mar emlegetett kapcsolatét irja le. Az allitds megfogalmazasahoz
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egy x egész szdm m-mel vald osztdsi maradékat egyszerlien csak feliilvondssal, vagyis x-
sal jeloljiik. Ezt persze csak akkor tehetjiik meg, ha mar el6re megbeszé€ltiik, hogy mi az m
modulus!

1.1.3. Allitas. Ham > 1 egész, x, y € Z, és feliilvonds jel6li a modulo m maradék képzé-
sét, akkor

X+y=X4+,y €S Xy=X*,Y.
Mashogy fogalmazva: 6sszeg maradéka a maradékok (modulo m vett) 6sszege, és szorzat
maradéka a maradékok (modulo m vett) szorzata. Roviden: a modulo m maradékképzés
0sszeg- €s szorzattartd, azaz miivelettarto.

Nem beszéltiink a kivonds és az osztds miveletérdl. Elvégezhetjiik-e ezeket is mo-
dulo m? A kivondst az dsszeaddsbdl szarmaztatjuk, hiszen z = x — y az a szdm, amelyre
z 4+ y = x. Szerencsére ezzel a miivelettel nem kell kiilon foglalkoznunk, mert visszave-
zethet6 az ellentettképzésre. Valdban, az egész szdmok kozott x — y megkaphat6 Ggy, mint
x + (—y) (szavakban: az y kivondsa az y ellentettjének a hozzdaddsa). Ugyanez a helyzet
akkor is, amikor modulo m szamolunk.

1.1.4. Feladat. Igazoljuk az 1.1.3 és az 1.1.2 allitdsokat. Definidljuk alkalmasan a kivo-
nds —,, miveletét, és mutassuk meg az x — y = X —,, ¥ azonossagot.

Az osztds miivelete ugyanigy szarmazik a szorzasbol, mint ahogy a kivonds az Ossze-
adasbol: z = x : y az a szam, amelyre z x y = x. Ahogy a kivonds az ellentett képzésére,
az osztés a reciprok (mas néven inverz) képzésére vezethetd vissza. Az y reciproka (vagy
inverze) az az u = 1/y-nal (néha y~!-gyel) jelolt szdm, melyre y s u = uxy = 1 (az
egységelem). Ha ezt ismerjiik, akkor x : y megkaphat6 ugy, mint x * u (szavakban: az
y-nal valo osztds a reciprokdval vald szorzas).

A reciprokképzés (€s igy az osztds) azonban nem végezhetd el korldtlanul. Péld4ul a
nulldnak egész biztosan nincs reciproka, hiszen u# * 0 = 0 minden u-ra, és igy soha nem
kapunk 1-et. Az egész szamok kozott csak az 1-nek és a —1-nek van olyan reciproka, ami
szintén egész szam, tehat csak ezekkel lehet korlatlanul osztani. Mint az aldbbi gyakorlat
illusztralja, modulo m szdmolva a helyzet ennél jobb egy kicsit.

1.1.5. Gyakorlat. Végezziik el a fenti modulo 5 szorzdstdbla alapjan a 2 : 3 osztdst mo-
dulo 5. Tudunk-e osztani Zs minden nem nulla elemével? Mi a helyzet modulo 67

Az eddigiek alapjan lesziirhetjiik, hogy modulo m maradékokkal ugyanigy a ,,szokdsos
szabalyok” szerint szdmolhatunk, mint valés szdmokkal, bar az osztadsnal 6vatosnak kell
lenniink. A kovetkez6 gyakorlat tovabbi dvatossagra int.

1.1.6. Gyakorlat. Igaz-e modulo 5 illetve modulo 6, hogy szorzat csak akkor lehet nulla,
ha valamelyik tényezGje nulla? (Ezt a tulajdonsagot nullosztomentességnek hivjuk.)

A tanulsig, hogy meg kell majd vizsgdlnunk pontosan, mit is értiink a ,,szokdsos” sza-
moldasi szabdlyokon: fel kell sorolnunk, hogy mit és hogyan szabad csindlnunk, amikor
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a miveleteket végezziik. Miel6tt ezt megtennénk, megismerkediink két masik ,,struktira-
val”, melyekben szintén a ,,szokdsos” szabdlyok alapjan lehet az Osszeaddst és a szorzast
elvégezni.

Aki mar hallott maradékosztdlyokrol szdmelméletbdl, az bizonydra ismerdsnek talédlja a
fentieket. Ha példdul modulo 5 nem maradékokkal, hanem maradékosztalyokkal akarunk
szamolni, akkor nem a 2 maradékot tekintjiik, hanem helyette a 2 maradékosztalyéat, vagyis az
Sk + 2 alaki szdmok halmazat. Bar ez matematikailag elegansabb megkozelités, a miiveletek
definiciéja ilyenkor kissé bonyolultabb lesz, mint az imént. A fellépé nehézségekrdl részle-
tesen szélunk majd, amikor faktorgyf(iriikr6l besz€liink az 5.2. Szakaszban. Az alkalmazasok
tekintetében a két médszer egyenérték.

Gyakorlatok, feladatok

1.1.7. Gyakorlat. Melyek helyesek az aldbbi gondolatmenetek koziil?

(1) Belatjuk, hogy az x> 4+ 10y?> = 6 egyenletnek van megolddsa az egész szamok
korében. Tekintsiik az egyenletet modulo 5. Ekkor azt kapjuk, hogy x x5 x = 1.
Ennek van megoldésa, példaul az x = 1. Tehét az eredeti egyenlet is megoldhat6.

(2) Ugyanez a gondolatmenet az x> 4+ 5y? = 6 egyenlet esetén.

1.1.8. Gyakorlat. A modulo 5 miiveleti tablazatok vizsgilatdval igazoljuk, hogy a> — a
minden egész a-ra oszthat6 5-tel. Milyen a egészekre igaz, hogy a* — 1 oszthaté 5-tel?

1.1.9. Gyakorlat. Készitsiik el a modulo 6 maradékok 6sszeadds és szorzdstdblajat. Milyen
a egészekre teljesiilnek az alabbi oszthatésagok?

(1) 6|a®—a.
(2) 6|a’—1.
(3) 6] a®—1.

1.1.10. Gyakorlat. Bizonyitsuk be a modulo 8 szorzds felhasznaldsival, hogy minden pa-
ratlan szdm négyzete 8-cal osztva 1-et ad maradékul. Mutassuk meg ezt az allitast kozvet-
len szamol4ssal is.

1.1.11. Gyakorlat. Adjunk meg a modulo 5 szorzastdbla vizsgdlatdval olyan x és y egé-
szeket, melyre 5x 4+ 3y = 7. Véges, vagy végtelen sok megoldds van?

1.1.12. Gyakorlat. Mely x egész szamokra teljesiil, hogy 5 | x2 — 2x + 2? Es az, hogy
7| x%—2x +22?

1.1.13. Feladat. Mely x egészekre teljesiil, hogy

(1) 101 | x> —2x +2?
(2) 101 | x> — 13x — 3?

1.1.14. Gyakorlat. A kozonséges 8 x 8-as sakktdblabdl kivessziik az egyik 4tl6 két vég-

2.z

pontjin 1évo két sarokkockat. Lefedhetd-e a kapott alakzat 2 x 1-es domindkkal?
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1.1.15. Feladat. Igazoljuk, hogy egy k x k méretli sakktdbla akkor és csak akkor fedhetd
le m x 1-es domindkkal, ha m osztéja k-nak.

1.1.16. Feladat. Igazoljuk, hogy ha p is és p? + 2 is primszam, akkor p> + 4 is az. Igaz-e,
hogy ha p is és p? + 5 is primszam, akkor p> + 4 is az?

1.2. A harmadfoki egyenlet megoldasanak problémaja

Ebben a fejezetben a harmadfoku egyenlet vizsgélata kapcsdn bemutatjuk, hogy a valds
szdmokat érdemes kibdviteni a megoldasok meghatirozdsa érdekében. Ehhez el6szor gon-
doljuk végig, hogyan is oldjuk meg a masodfoku egyenletet. A megolddképlet az egyenlet
megoldasat négyzetgyokvondsra vezeti vissza.

1.2.1. Kérdés. Az x> + px + g = 0 egyenletben vezessiik be az y = x — w ismeretlent.
Hogyan vélasszuk meg w értékét, ha azt akarjuk, hogy y értékét egy négyzetgyokvonassal
kozvetleniil megkaphassuk?

7

A masodfoku egyenlet megolddsakor alkalmazott (az el6z8 kérdésre adott vélaszbol
ad6do) x — x — p/2 helyettesités azért miikodik, mert éltala kiesik az x-es tag, és mi-
vel a w = —p/2 kifejezhetd az eredeti egyenlet egyiitthat6ibdl, az atalakitott egyenlet
megoldasaibdl az eredeti egyenlet megoldésait is megkaphattuk.

Prébaljuk most megoldani az

(1.2.1) ax> +bx>+cx+d=0  (a+#0)

harmadfokii egyenletet. Most is megprébalkozhatunk azzal, hogy az x — x + w he-
lyettesitéssel hozzuk az egyenletet egyszer(ibb alakra. Ahhoz, hogy az x2-es tag eltiinjon,
aw = —b/3a értéket kell valasztanunk. De a megoldasokat most nem kapjuk meg koz-
vetleniil kobgyokvondssal, mert az egyenletben benne marad 4ltaldban az x-es tag! Annyit
azért elértiink, hogy (az a féegyiitthatoval vald osztds utdn) az egyenlet

(1.2.2) X4+ px+qg=0

alaku lesz alkalmas p-re és g-ra, amelyek az eredeti egyenlet egyiitthat6ibol a négy alapmii-
velet segitségével kifejezhetdk. Tudjuk azt is, hogy ennek az egyenletnek a megolddsaibol
az eredeti egyenlet megoldasait megkaphatjuk b/3a levonasaval.

1.2.2. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy az (1.2.1) egyenlet esetében az x +— x — b/3a
az egyetlen olyan helyettesités, ami eltiinteti az x? egyiitthatéjat. Szamitsuk ki az (1.2.2)
egyenletben keletkezd p és g értékét is.

Tehét elegendd ezt az U egyenletet megoldanunk. A megolddshoz vezetd otletet az
alabbi azonos dtalakitds szolgaltatja:

(u—l—v)3:u3+3u2v—|—3uv2+v3:u3+v3+3uv(u—|—v),
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azaz

(u + v)3 —3uv(u +v) — (u3 + v3) =0.
Ez az azonossag hasonlit a megoldandé egyenlet x> + px + ¢ = 0 alakjdhoz. Ha sikeriilne
az u és v szamokat gy megvdlasztani, hogy a

—3uv=p

(1.2.3) LW 4 g

egyenletrendszer teljesiiljon, akkor x = u + v biztosan az egyenlet megoldésa lenne.

1.2.3. Kérdés. Belittuk-e, hogy az x> 4+ px + ¢ = 0 egyenlet minden megoldédsa u + v
alakban irhatd, ahol u és v kielégiti ezt az egyenletrendszert?

Hogyan lehetne megoldani ezt az egyenletrendszert? Az olyan egyenletrendszereket,
ahol a két ismeretlen 0sszege €s szorzata adott, masodfoku egyenletre vezethetjiik vissza.

1.2.4. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy ha a és b valds szdmok, akkor az
X+y=a
xy=»>b }

2

egyenletrendszer megolddsai éppen a z° — az + b = 0 egyenlet megoldésai.

Az (1.2.3) egyenletrendszerben u> és v 6sszege —q, szorzatuk pedig, az els6 egyenletet

kobre emelve, (—p/3)3. Ezért u® és v? a z4+qz— (p/3)? = 0 masodfoki egyenlet megol-
dasai. Ezt a masodfoku egyenletet megoldva u és v értékét kobgyokvondssal dllapithatjuk
meg. A szamolast elvégezve az ugynevezett Cardano-képletet kapjuk:

R A n RGeS IO

A négyzetgyok alatt 4116 (¢/2)* + (p/3)? kifejezést dltaldban D betiivel fogjuk jelslni.

Az 1.2.3. Kérdésre adott valasz szerint egyéltaldn nem lattuk be, hogy a Cardano-képlet
megadja a harmadfoku egyenlet 6sszes gyokét. Gyanakvasra adhat okot, hogy mivel a valos
szdmok korében minden szdmnak egy kobgyoke van, a képlet csak egyetlen megoldast
szolgaltathat. Marpedig konnyen felirhatunk egy olyan harmadfoku egyenletet, aminek
harom val6és megolddsa van, példaul

x—Dx—dHx+5 =x>-21x+20=0.

Vajon az 1, 4 és —5 koziil melyiket adja a Cardano-képlet? Ha behelyettesitiink, akkor
D = —243, azaz negativ szdm adddik. Ebbdl nem tudunk négyzetgyokot vonni, tehéit az
egyenlet egyik megoldasat sem kapjuk meg!

Haszndlhatatlan lenne a mddszeriink? Miel6tt feladnédnk, vizsgaljunk meg két masik
egyenletet is. Az x> —9x — 28 = 0 esetben D = 169, azaz x = JMAF 1B+ I14-13=
3 4+ 1 = 4. Tobb megoldas nincs is (a valds szamok kozott), mert

X —9x —28=(x — (x> +4x+7),
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és a masodik tényezOnek nincs valds gyoke.

Lehet, hogy ha csak egy valés megoldas van, akkor a képlet ezt mindig megadja? Az
el6z6 példan felbatorodva prébalkozzunk meg az x3 — 3x — 52 egyenlettel. Az eredmény

x = 26+ /675 + /26 — /675 ,

kalkulatorral ezt (kozelitleg) kiszamitva x = 4 addédik. Szorzattd alakitassal most is meg-
gy6zddhetiink arrél, hogy az egyenlet egyetlen val6s megolddsa az x = 4. Tehat a fenti
gyokos kifejezés nemcsak kozelitéleg, hanem pontosan egyenld 4-gyel! Ezt kozvetleniil is
be tudjuk latni, ha észrevessziik, hogy

26+ 675 =26+ 15V3 =2 4+3.22./343-2V3 43 = 2+ V3)°,

és ugyanigy 26 — /675 = (2 — +/3)3. Ezértx = 2+ V3) + 2 — V/3) = 4.
Térjiink most vissza az x> — 21x 4 20 = 0 egyenletb&l kapott

x:€/—10+\/T43+\3/—10—\/T43

eredményre. Felejtsiik el, hogy nincs olyan valés szdm, aminek a négyzete —243, és pro-
baljuk most is az el6z6 mddon elvégezni a kobgyokvondst. Annyit persze elfogadunk, hogy
(v/=3)? = —3. Azt kapjuk, hogy

—104+/=243 = —1049v =3 = 2°+3.22./=3+3.2(vV/=3)2+ (V=3)* = 2++V=3)°,

és ugyanigy —10 — /=243 = 2 — V/=3)3. Ezértx = 2+ /-3) + 2 — /=3) = 4.
Vagyis az egyik megoldast ki tudjuk hozni a Cardano-képletbdl, ha hajlandok vagyunk

formadlisan szdmolni negativ szamok négyzetgyokével, mert ezek a négyzetgyokok a végén

kiesnek! S6t, a ,,kobgyokvondst” masképp végezve a masik két megoldds is kijon:

1.2.5. Gyakorlat. ,Mutassuk meg”, hogy

3 3
(452) - (122) e

A két Gj , kobgyokot” felhaszndlva xo = (—5/2 + /—3/2) + (=5/2 + /—3/2) = —5,
illetve x3 = (1/2 — 3v/=3/2) + (1/2 4 3+/=3/2) = 1 adédik.

Talaltunk egy cs6valddo farkat, keressiik meg a kutyat! Szabad-e, és ha igen, milyen sza-
balyok szerint szabad szdmolni ezekkel az ujfajta kifejezésekkel? Igaz-e, hogy a Cardano-
képlettel az 6sszes harmadfoku egyenlet megoldhat6? Mi lesz a megolddsok szdma? Van-e
a fenti triikkkos eljarastol kiilonbozd, mechanikus médszer a kobgyokvonds elvégzésére?
Mindezekre a kérdésekre a komplex szdmok bevezetése adja meg a vdlaszt. A Cardano-
képlet pontos targyaldsara a 3.8. Szakaszban tériink majd vissza.
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Gyakorlatok, feladatok

1.2.6. Kérdés. Elérhetjiik-e alkalmas x — x 4+ w helyettesitéssel, hogy az (1.2.1) harmad-
foku egyenletbdl az x-es tag, illetve a konstans tag (vagyis a d) tlinjon el?

1.2.7. Kérdés. Helyes-e az 1.2.4. Gyakorlatra adott kovetkezé megoldas? Ha x +y = a és
xy = b, akkor (z —x)(z —y) = 22— (x+y)z+xyz =z2—az+b. Tehdtaz? —az+b
egyenletnek megoldasa x is és y is.

1.2.8. Gyakorlat. Melyik természetes szammal egyenl6 \3/ 7+ /50 + \3/ 7 — /507

1.2.9. Gyakorlat. ,,Mutassuk meg”, hogy V=4 = 1 + V/=1. Keressiik meg Y/=4 hdrom
tovabbi értékét is.

1.2.10. Gyakorlat. Egy pozitiv valds szdmbol két négyzetgyok vonhatd. Ezért ha D értéke
pozitiv, akkor latsz6lag a Cardano-képletbdl négy megoldast nyerhetiink (hiszen mindkét

négyzetgyokvondsnak kétféle eredménye lehet). Hogy lehet ez? Tényleg négy megoldasa
van ilyenkor a harmadfoku egyenletnek?

1.2.11. Gyakorlat. Az alabbi levezetés ellentmondédshoz vezet:

1=v1=y(=1)- (=) =+/—1-+/—-1=—1.

Fel kell adnunk a «/—1-et tartalmazé kifejezésekkel valé szamolas gondolatét?

1.2.12. Feladat. Igazoljuk Bolzano tételének! felhasznaldsdval, hogy egy valds egyiitthats
harmadfoku egyenletnek mindig van valés megoldasa.

1.3. Szamolas komplex szamokkal

A terviink az, hogy olyan kifejezésekkel is tudjunk formalisan szdmolni, melyekben ne-
gativ szamok négyzetgyokei is szerepelnek. Az 1.2.11. Gyakorlat azonban dvatossdgra int.
Meg kell pontosan mondanunk, milyen kifejezéseket akarunk vizsgalni, és megallapitani a
szamolas szabdlyait.

Hogy ne kelljen sokat frni, vezessiik be a v/—1 = i roviditést. Latni fogjuk, hogy
hasonlé roviditést nem kell bevezetniink a tobbi negativ szdm négyzetgyokére, példaul
/=4 helyett frhatunk majd 24/—1 = 2i-t, mert e két szdm négyzete ugyanaz. Mivel
az Osszeadast €s a szorzast is el akarjuk végezni, biztosan meg kell engedniink az olyan
kifejezéseket, mint példdaul 3 4 2i, vagyis altalaban az a 4 bi alaku kifejezéseket, ahol a
és b val6s szamok. Ezekkel tigy fogunk szdmolni, mintha i egy ismeretlen lenne, de kézben

’ . . 2
felhasznalhatjuk, hogy i = v/—1" = —1.
1Az analizisb] ismert Bolzano-tétel (14sd A.0.2. Tétel) azt mondja ki, hogy ha egy folytonos fiiggvény

(mint példaul az (1.2.1) egyenlet bal oldala) bizonyos helyeken negativ, illetve pozitiv értéket vesz fel, akkor
e két hely kozott felveszi a nulla értéket is, azaz ,,valahol 4t kell metszenie az x-tengelyt”.
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Tegyiik fel, hogy az a + bi alaku kifejezésekkel szabad a szokdsos szabdlyok szerint
szamolni. Ekkor két ilyen kifejezést konny( 6sszeadni:

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ b+d)i.
S6t, 6ssze is tudjuk szorozni Sket:
(a + bi)(c +di) = ac + adi + bci + bdi* = (ac — bd) + (ad + bc)i
hiszen i = —1.

1.3.1. Kérdés. At lehet-e olyan ravaszul alakitani a 2 + 3i kifejezést, hogy a végén 4 + 5i
j0jjon ki?
Eddig a lehetdségeinket vizsgélgattuk, azt, hogy ha sikeriilne szdmolni a negativ szamok

négyzetgyokeivel, akkor milyen szabdlyok kotnének benniinket. Most mar eleget tudunk
ahhoz, hogy végre definidlhassuk a komplex szdmokat.

1.3.1. Definicio. Komplex szdmoknak az a + bi alaku formalis kifejezéseket nevezziik, ahol
a és b valos szamok. Az a + bi és a ¢ + di szamokat akkor tekintjiik egyenlének, haa = ¢
és b = d. A komplex szdmok C halmazan az alabbi képletekkel definidljuk az Osszeaddst
és a szorzast:

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ b+d)i
(a + bi)(c +di) = (ac — bd) + (ad + bc)i .

EmlékeztetSiil megjegyezziik, hogy az egész, raciondlis, illetve valds szdmok halmazat
rendre Z, Q, R jeloli.

Az 1.3.1. Kérdésre adott vilasz megmutatja, hogy miért igy definidltuk komplex szdmok
egyenldségét, az elbtte levd szdmolds pedig, hogy miért igy definidljuk a miiveleteket. Defi-
niciénk alkalmas arra, hogy a komplex szamokkal szamolni tudjunk, ami most az els6dleges
célunk. Matematikai szempontbdl azonban nem kielégits, mert nem eléggé preciz, s mert
nem mutattuk meg, hogy a szdmol4dsokb6l nem johet ki ellentmondds. Az 1.6. Szakaszban
visszatériink majd ezekre a kérdésekre, és bepotoljuk a hidnyossdgokat.

Ha az a + bi kifejezésben b = 0, akkor csak a-t frunk, és igy lathatjuk, hogy a valds
szdmok mind komplex szamok is egydttal (€s komplex szamként persze ugyanigy kell
Oket Osszeadni és szorozni, mint valos szdmként). Hasonl6képpen O + bi helyett csak
bi-t fogunk irni. Az ilyen alakd komplex szdmokat (tisztdn) képzetes, vagy imagindrius
szamoknak nevezziik. A z = a + bi komplex szdm valds része Re(z) = a, képzetes
része pedig Im(z) = b (a jelolés a latin eredetli "redlis rész", illetve "imaginérius rész"
kifejezésekbdl szdrmazik). Kiilon is felhivjuk a figyelmet arra, hogy a képzetes rész valds
szam, tehat b, és nem bi.

Foglaljuk 6ssze azokat a szabdlyokat, amelyek a most definidlt miiveletekre érvénye-
sek. Erdemes észrevenni, hogy ezek mennyire hasonlitanak mind a valés szamok korében
megszokott szabdlyokhoz, mind pedig a maradékokkal val6 szamolés szabdlyaihoz, amiket
az 1.1.2. Allitasban soroltunk fel.
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1.3.2. Allitas. TetszGleges x, y, z € C szdmokra érvényesek az aldbbiak.

(1) (x+y)+z=x+ (y+ 2) (az 6sszeadds asszociativ).

(2) x +y =y + x (az 6sszeadds kommutativ).

(3) x +0 =0+ x = x (azaz Iétezik nullelem).

(4) Minden x-nek van ellentettje, azaz olyan y, melyre x + y = y +x = 0. (Ha
x = a + bi, akkor ilyen y lesz —a + (—b)i.)

(5) (xy)z = x(yz) (a szorzds asszociativ).

(6) xy = yx (a szorzds kommutativ).

(7) x -1 =1-x = x (azaz Iétezik egységelem).

(8) (x 4+ y)z = xz + yz (disztributivitds).

z 2

Ezt az 4llitast nem bizonyitjuk be, mert kdvetkezni fog a késdbb tanultakbol. Egy min-
tabizonyitdst azonban érdemes mindenkinek onalléan elvégezni.

1.3.2. Gyakorlat. Mutassuk meg a fenti azonossagok koziil a disztributivitast.

Mivel minden komplex szdmnak van ellentettje, az 1.1. Szakaszban {rottak szerint a
kivonast is el tudjuk végezni. Ugyanitt lattuk azt is, hogy az osztds elvégzéséhez azt kell
megvizsgdlnunk, mely komplex szdmoknak van reciproka.

1.3.3. Gyakorlat. Keressiik meg az 1 4 i komplex szam reciprokat, vagyis azt a z komplex
szamot, melyre (1 +i)z = 1.

Noha e gyakorlatot egyenletrendszer segitségével is megoldhatjuk, eljarhatunk elegan-
sabban is. Az osztdst a tort alkalmas b&vitésével érdemes elvégezni:
1 a— bi a — bi a n -b
— = = l.
a+bi (a+bi)a—bi) a*?+b> a?+b> aZ+b?

A nevezdben szerepld a” + b kifejezés mindig pozitiv, kivéve ha a = b = 0, hiszen nem
nulla valés szam négyzete pozitiv. Ezért a fenti szamolds mindig elvégezhetd, ha a és b
egyike nem nulla. A komplex szdmok egyenl&ségének definicidja alapjan viszont a + bi
akkor nulla, haa = b = 0, és igy a kapott képlet minden nem nulla komplex szdm esetében
értelmes.

1.3.3. Allitas. A komplex szamok k6zott minden nem nulla szimmal lehet osztani.

Bizonyitds. Beszorzéssal ellendrizhetd, hogy

: a —b
(a + bi) <a2+b2+a2—|—b21) =1,

és igy tényleg az a + bi szam reciprokat kaptuk. ([l

1.3.4. Kovetkezmény. A komplex szamok kozott egy szorzat csak akkor lehet nulla, ha
valamelyik tényezdje nulla. (Ezt a tulajdonsagot most is nullosztomentességnek nevezziik.)
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Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy zw = 0, de z # 0. Meg kell mutatnunk, hogy akkor w = 0.
Mivel z # 0, van reciproka, vagyis egy olyan u, melyre uz = 1. Ekkor

w=1-w=wdw=u(zw) =u-0=0.

Tehat C valéban nullosztémentes. O

panys

Az a kifejezés, amivel osztdskor a tortet bovitettiik, olyan fontos, hogy 6nall6 nevet
kapott. A z = a + bi komplex szam konjugdltidnak a 7 = a — bi szamot nevezziik. Tehét
az osztds konkrét elvégzésekor a nevezd konjugdltjdval érdemes boviteni. A nevezdben
ilyenkor a zzZ = a® + b? kifejezés keletkezik, amird] lattuk, hogy nemnegativ vals szam.

1.3.4. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy ha z valés szam, akkor +/zZ a z abszolut értéke.

Ezt az észrevétel lehetévé teszi, hogy az abszolit érték fogalmat komplex szamokra is
kiterjessziik. A kovetkezd szakaszban egy ujabb, geometriai indokot is fogunk latni arra,
hogy miért érdemes a komplex szamok abszolit értékét az aldbbi médon definidlni.

1.3.5. Definicié. A z = a + bi komplex szam konjugaltjdn a 7 = a — bi komplex szamot,
abszolut értékén a |z| = v/zZ = ~/a? + b% nemnegativ valés szamot értjiik.

Nagyon fontos megérteniink, hogy komplex szamok kozott mar nem igaz, hogy az ab-
szolut érték mindig a szam maga, vagy az ellentettje (ami valdsakra igaz volt). Komplex
szamok kozott egyenldtlenségeket sem irhatunk fel (kivéve, ha véletleniil valdsak), tehat
nem beszélhetiink példdul pozitiv komplex szdmokrol. Ennek okt késébb (az 5.7. Sza-
kaszban) fogjuk majd latni. Most 0sszefoglaljuk a konjugélds és az abszolut érték néhany
tulajdonsagat. Ezek koziil tobben emlékeztetnek arra, amit az 1.1.3. Allitasban miivelettar-

tasnak neveztiink.

1.3.6. Allitas. Tetszdleges z, w € C szdmokra érvényesek az aldbbiak.

(1) A konjugilds kolcsondsen egyértelmi, és 7 = z.
(2) z = 7 akkor és csak akkor, ha z valos.

(3) z+ w = Z + w (a konjugdlds dsszegtarto).

(4) Zw = Z w (a konjugalas szorzattarto).

(5) |z| = 0 akkor és csak akkor, haz = 0.

©0) Iz] = lz|.

(7) |zw| = |z||w| (az abszoltit érték szorzattarto).

Bizonyitds. Az allitisok mindegyikét konnyen be lehet latni gy, hogy a z = a + bi és
w = c+di helyettesités utan elvégezziik a miiveleteket. Ezeket a szdmol4sokat az olvaséra
hagyjuk, és csak annak a megmutatdsdra szoritkozunk, hogy az abszolut érték szorzattartdsa
hogyan kovetkezik abbdl, hogy a konjugdlas szorzattartd. Nyilvan

lzw]? = zw Tw = zw Z W = zZww = |z |w|?.

Mivel az abszolut érték nemnegativ, négyzetgyokot vonhatunk. U
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Zarasként hadd emlitsiik meg, hogy a komplex szamokat nemcsak az algebrdban hasz-
naljak. Egyes geometriai alakzatok sokkal jobban megérthet8k, ha a lefrdsukra komplex
valtozokat is haszndlunk (az alakzat ,,valésban fekvd darabja” csupan a jéghegy cstcsa).
A kvantummechanikdban komplex értékii valészinliségek adjak meg a részecskék allapo-
tit. Az univerzum egyes modelljeiben az id6t komplex szdm jeleniti meg. Kés6bb meg-
mutatjuk, hogy mi a komplex szamoknak az a ,,nagyon j6” tulajdonsaga, ami tobb ilyen
alkalmazast lehet6vé tesz.

Gyakorlatok, feladatok

1.3.5. Gyakorlat. Szdmitsuk ki az alabbi kifejezések értékét.

(1) A+i)B—=20), 1/i, (1 +i)/(3 —2i).
Q) |G +0)/@E+D)], (14 1526i)190/(1 — 1526i)199).
3) (1402 1+,

1.3.6. Gyakorlat. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a komplex szamok kozott.

(1) x2+1=0.
(2) x2=-12.
3) x2+2x +2=0.
4) x2+2ix—1=0.

1.3.7. Feladat. Hatdrozzuk meg azokat a ¢ + di szamokat (c és d valds), melyek négyzete
20i — 21. Oldjuk meg az x> + (i — 2)x + (6 — 6i) = 0 egyenletet a komplex szdmok
korében. E példa alapjan adjunk altaldnos eljardst a négyzetgyokvondsra, és a masodfoku
egyenlet megolddsara.

1.3.8. Gyakorlat. Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket a komplex szamok kozott.

(1) x2=1.

(2) x24+3x+4=0.

Q) x2—Q+idx+7i—1=0.

@ Q+i)x*—G5—-i)x+2-2i=0.
(5) x = (3 + 2i)x.

(6) x =2-Re(x).

1.3.9. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy a konjugdlds szorzattarto.

1.3.10. Gyakorlat. Melyek igazak az alabbi allitdsok koziil?

(1) A konjugdlas tartja a kivondst.
(2) Az abszolut érték tartja az 6sszeaddst.
(3) Az abszolut érték tartja az osztdst.
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1.4. A komplex szamok trigonometrikus alakja

A komplex szamokat egyenletek megoldasara akartuk haszndlni. Ehhez a négy alapmi-
veleten kiviil gyokvondsra biztosan sziikség van. Az 1.3.7. Feladat megolddsakor lattuk,
hogy a komplex szamok jobbak, mint a valdsak a négyzetgyokvonds szempontjabol, mert
itt minden szdmbol lehet négyzetgyokot vonni. Azt is lattuk azonban, hogy ez eléggé
komplikalt szdmoldssal jar, és a mddszer mar a kobgyokvonds elvégzéséhez is hasznalha-
tatlanul bonyolultnak t{inik.

Az ilyen zsdkutcdkbdl a matematikdban nem egyszer ugy kecmergiink ki, hogy félre-
tessziik az eredeti problémat, és egy masik, latszatra teljesen Uj téméaval kezdiink foglal-
kozni. Gyakran megesik, hogy ennek sordn vératlanul 6tleteket kapunk az eredeti prob-
léma megvalaszolédsdra is. Most is ezt az utat kovetjiik, és ,,melléktermékként” nemcsak a
gyokvonds modszerét fedezziik fel, hanem geometriai feladatok megolddsdhoz is hasznos
eszkozre leliink.

Az 1) téma amivel foglalkozunk, a kovetkezd: ha a valds szdmokat a szdmegyenesen
tudjuk abrazolni, akkor érdemes-e a komplex szdmokat is hasonlé médon lerajzolni? A ta-
pasztalatok azt mutatjak, hogy erre a sik bizonyul alkalmasnak. Irjuk ré az a + bi szdmot a
sik (a, b) pontjara. Ez azért hasznos, mert a komplex szdmok miiveletei nagyon ismer&sek
lesznek geometridbodl!

Akar fizikabdl, akar geometridbol, mindannyian ismerjiik a vektorok fogalmat. Foglaljuk
Ossze, mit is tudunk ezekrSl. A vektorokat az irdnyitott szakaszokbdl kapjuk tgy, hogy
vektornak tekintjiik. Ezért néha érdemes csak azokat a szakaszokat vizsgdlni, amelyek
kezddpontja az origéban van. Ekkor helyvektorokrol beszéliink. A helyvektorokat szokds
a végpontjukkal azonositani, vagyis a sik (a, b) pontjit vektornak is tekinthetjiik: annak a
vektornak, ami az origébdl (a, b)-be mutat.

1.4.1. abra. Vektorosszeadas

Vektorokat gy adunk 6ssze, hogy egymads utdn fizziik 6ket. Helyvektorok esetében ezt
ugy lehet leforditani, hogy az A és B pontba mutaté vektorok 0sszege akkor mutat a C
pontba, ha az O AC B négyszog paralelogramma. Ha kiszdmoljuk a koordinatakat, akkor
ebbdl az adddik, hogy az (a, b) és (c, d) helyvektorok 6sszege (a + ¢, b + d). Vegyiik
észre, hogy ugyanezzel a képlettel kell 6sszeadni a komplex szamokat is!
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1.4.1. Allitas. A komplex szamok Gsszeaddsa a vektordsszeaddsnak felel meg. Pontosab-
ban: két komplex szdm 0sszegének megfelel6 helyvektor a két komplex szamnak megtelelé
helyvektorok dsszege.

A komplex szdmok szorzdsdnak képlete els6 ranézésre nem utal geometriai kapcsolatra.
Ahhoz, hogy a kapcsolatot felfedezziik, érdemes észrevenni, hogy minden nem nulla hely-
vektort egyértelmiien meghatdroz az orig6tdl vald tavolsdga, vagyis a hossza, tovdbba az
x-tengely pozitiv felétdl mért, irdnyitott szoge. Példaul az 1 — i szoge 315° (vigydzzunk,
nem 45°). A z komplex szdm szogét néha z drkuszdnak vagy argumentumdnak is nevezik,
és ilyenkor arg(z)-vel jelolik. Ez a szog egyértelmiien meghatarozott, ha kikotjiik, hogy
0 < arg(z) < 27w = 360° legyen.

z=a+bi =r(cosa +isin)

X b=rsina

a = arg(z)

a=rcoso

1.4.2. abra. Komplex szam trigonometrikus alakja

Az 1.4.2. abrabdl leolvashatjuk a kovetkezd osszefiiggéseket. Haa z = a + bi # 0 szdm
hossza r és szoge «, akkor nyilvan

a=rcosu és b=rsina,

azaz z = rcosa+irsina = r(cosa+i sina). Ezt a felirdst a z £ 0 szdm trigonometrikus
alakjdnak, a 7 = a + bi felirast algebrai alaknak nevezziik. Vegyiik észre, hogy

|z|2 =a’+b> = r2(coszoe + sin® o) = r?,

azaz komplex szdm hossza ugyanaz, mint az abszoliit értéke. Mindezt persze leolvashatjuk
az 4abrardl is, ha Pitagorasz tételét alkalmazzuk. A nulla komplex szdmnak sem szdge, sem
trigonometrikus alakja nincs.

1.4.2. Tétel. Tetszoleges z és w komplex szamokra |z + w| < |z| + |w| teljesiil. Ezt

haromszog-egyenl6tlenségnek nevezziik. Egyenloség akkor van, ha z és w parhuzamosak,

és egyenl6 allasuak.

Bizonyitds. Ha a z és w vektorokat Osszefiizéssel adjuk 0ssze, akkor egy olyan O AC ha-
— — —

romszoget kapunk, melyre OA = z, AC = w és OC = z + w. Vagyis az éllitds valéban

a haromszogegyenlbtlenségnek felel meg. Egyenl6ség akkor van, ha haromszog elfajuld,
mégpedig ugy, hogy az A csucs az O C szakaszra esik. ([l
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A hiromszog-egyenl6tlenséget algebrailag is be lehet bizonyitani, ha z-t és w-t algebrai
alakban {rjuk fel, és atrendeziink. Ekkor a hires Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenl6t-
lenségre vezethetjiik vissza az allitast. Ez a kapcsolat, és mindkét egyenl6tlenség sokkal al-
taldnosabban, tgynevezett euklideszi vektorterekben is teljesiil. Az érdekl6d6 olvasé a [3]
konyv 8.2. Szakaszdban nézhet mindennek uténa.

A trigonometrikus alak jelentdségét akkor érthetjiik meg igazdn, ha ilyen alakban szo-
rozzuk 6ssze a komplex szamokat. Legyen z = r(cosa+i sina) és w = s(cos S+ sin ).
Ekkor

zw = rs(cosa cos B — sina sin B) + rs(cosa sin B + sina cos B)i

ami az ismert addicids képletek miatt rs(cos(e + B) + i sin(o + B)). Latszdlag tehat
belattuk, hogy komplex szdmok szorzdsakor hosszuk osszeszorzodik, szogiik osszeadodik.
Azt eddig is tudtuk, hogy az abszoltit érték szorzattartd, a szogekre vonatkoz6 észrevétel
azonban Uj.

Itt azonban valamire vigydznunk kell. Komplex szam szdgét 0 és 360° fok kozottinek
definidltuk. A most kapott képlet tehat szigorian véve nem mindig trigonometrikus alak,
mert az o + B szog tdllépheti a 360 fokot. Példaul ha —i-t, aminek a hossza 1, szoge 270°,
onmagaval szorozzuk, akkor a fenti képletbdl a

(—i)? = cos 540° + i sin 540°

adodik. Ez persze ugyanaz, mint cos 180° 4 sin 180° = —1, hiszen a sin €s a cos fliggvény
is 360° szerint periodikus. A legegyszerlibben tigy szabadulhatunk meg ett] a problématol,
ha a trigonometrikus alakban megengediink tetszbleges szoget, de ennek ara az, hogy a
trigonometrikus alakban szerepld szog csak ,,modulo 360°” lesz egyértelmdi.

1.4.1. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy
r(cosa +isina) =s(cosB+isinB) #£0
akkor és csak akkor, har = s # 0, és o — B a 360° egész szamu tobbszorose.

Most mér pontosan megfogalmazhatjuk a szorzds szabdlyat is.

1.4.3. Allitas. Komplex szamok szorzasakor hosszuk dsszeszorzodik, szogiik pedig 0ssze-
adodik modulo 360°. A z = r(cosa + isina) # 0 szdmmal val6 szorzds tehat forgatva
nyujtas: az origo koriil « szoggel forgat, és az origobdl r -szeresre nylijt.

A komplex szdmok azért elénydsebbek a geometriai feladatok megolddsakor, mint a
vektorok, mert nemcsak a vektordsszeadast, hanem a forgatdsokat és nyujtasokat is fel le-
het irni veliik, méghozza konnyebben kezelhetd formaban, mintha koordinata-geometridval
szamolndnk. A fejezet végén tobb feladattal probaljuk meg illusztrdlni ezeket az eldnyoket.

1.4.2. Gyakorlat. Adjunk képletet két komplex szdm hanyadoséra a trigonometrikus alak
felhasznédlasaval.
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A szorzésra levezetett képlet segitségével hatvanyozni is tudunk, hiszen az ismételt szor-
z4s. Nevezetesen

[r(cosa +isina)]" = r'*(cosna +isinna) .

Ezt az Osszefiiggést Moivre képletének nevezziik. (Sokszor igy hivjak a trigonometrikus
alakban felirt szimok szorzdsdnak szabdlyat is.) Hatvdnyozaskor tehat a szoget a kitevdvel
kell szorozni, a hosszat pedig a kitevore kell emelni. Ha a valés szamokhoz hasonldan a
hatvanyozast negativ egész kitevkre is kiterjesztjiik, vagyis z° értékét 1-nek, z ™" értékét
pedig 1/z"-nek definidljuk, akkor az 1.4.2. Gyakorlat alapjan konnyli meggondolni, hogy
Moivre képlete minden egész kitevore érvényes lesz.

Gyakorlatok, feladatok

1.4.3. Gyakorlat. Ha 7 és w komplex szdmok, mi a geometriai jelentése a 7 szdmnak, a
z — w vektornak, illetve a |z — w| szamnak?

1.4.4. Gyakorlat. Rajzoljuk le a komplex szamsikon a kovetkez6 halmazokat:
(1) {zeC : Re(z+3+2i) <-2}.
(2) {ze C : Re(z+ 1) > Im(z — 3i)}.
3) {zeC:|z—i—1] <3}
4) {zeC :|z—-34+2i=z+4—1i]}.
5) {zeC:z+z7=—-1}.
©6) {zeC : 1/z=7},illetve {z € C : (1/2) +8 =7Z}.
(7 {zeC : |z| =iz}
8) {zeC : Im((z—1)/(z+ 1)) =0}, illetve {z € C : Re((z—1)/(z+ 1)) =0}.

1.4.5. Gyakorlat. frjuk fel az alabbi komplex szdmokat trigonometrikus alakban:
() 1+iésl—i.
(2) V3 +iés—1—4/3i.
(3) cos(60°) — i sin(60°).
(4) cos(30°) — i sin(60°).

1.4.6. Gyakorlat. A sik mely geometriai transzformaciéinak felelnek meg a komplex sza-
mok halmazdanak aldbbi leképezései:

(1) 7 — 37+ 2.
2 z— (1+i)z
3) 7 > 1/Z.

1.4.7. Gyakorlat. Legyenek z = a + bi és w = ¢ + di kiilonb6z6 komplex szamok. Irjuk
fel az aldbbi ,,alakzatok egyenletét” komplex szdmok segitségével. Az eredményben ne
szerepeljen a, b, c, d, csak 7 és w.

(1) A z-t w-vel 6sszekotd szakasz felez6pontja.

(2) A z-t w-vel 6sszekotd szakasz felez6 merSlegese.
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(3) A z kdzépponti, w-t tartalmazé kdrvonal.

(4) Az orig6bdl z-be mutaté vektor 490 fokos elforgatottja.

(5) A w-bdl z-be mutatd vektor +90 fokos elforgatottja.

(6) A z pont w koriili +90 fokos elforgatottja.

(7) Annak a négyzetnek a csucsai, amelynek a z-t w-vel 0sszekotd szakasz atloja.

(8) Annak a két szabalyos haromszdgnek a kdozéppontja, melyeknek az adott két szam
két csucsa.

1.4.8. Feladat. Egy négyszog oldalaira kifelé négyzeteket rajzolunk. Kossiik 0ssze az t-
ellenes oldalakra rajzolt négyzetek kozéppontjait. Mutassuk meg, hogy az igy kapott két
szakasz merdleges, és egyenld hosszu.

1.4.9. Feladat. Irjunk egy hiromszog mindegyik oldaldra kifelé egy szabalyos hiromszo-
get. Igazoljuk, hogy ezek kdzéppontjai szabédlyos hdromszoget alkotnak.

1.4.10. Feladat. Mutassuk meg, hogy a z1, z2, 23, 24 paronként kiilonb6z6 komplex szamok
akkor és csak akkor vannak egy koron vagy egyenesen, ha kettésviszonyuk, vagyis a

z3—21 [z24a—21
(z1222324) =

3—22] 24— 22
kifejezés valds szam.

1.4.11. Feladat. Igazoljuk Ptolemaiosz tételét: ha egy négyszog oldalainak hossza rendre
a, b, c, d, atldinak hossza pedig e és f, akkor ac + bd > ef, és egyenldség akkor és csak
akkor 4ll, ha a négyszog (konvex) hirnégyszog.

1.4.12. Feladat. Hozzuk zart alakra a sinx + sin2x + - - - 4 sinnx Osszeget.

1.5. Egységgyokok és rendjeik

Moivre képlete alapjdn mdr el tudjuk végezni komplex szdmok kozott a gyokvondst.
Ehhez a megoldast trigonometrikus alakban keressiik. Ha tehét z = r(cos o + i sin«) nem
nulla szam, és n > 1 egész, akkor olyan w szamot keresiink, amelyre w" = z. Azonnal
lathatjuk, hogy wy = ¥/r(cos(a/n) + isin(a/n)) j6 lesz, hiszen ezt a szdmot n-edik
hatvanyra emelve z-t kapjuk vissza.

1.5.1. Kérdés. Ahhoz, hogy wq értékét kiszamitsuk, n-edik gyokot kell vonni r-bol. Miért
egyszerlibb dolog ez, mint egy dltalanos komplex szdmbdl vonni n-edik gyokot?

A 7z sz&m osszes n-edik gyokét kozvetlen szdmoldssal is megkereshetjiik.

1.5.2. Gyakorlat. Igazoljuk, hogy a z = r(cos @ + i sin ) szdm n-edik gyokei pontosan a
2k 2k
n n

alaku szdmok, ahol 0 < k < n egész szam.
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A kozvetlen szdmolas helyett a kovetkez6képpen is eljarhatunk. Legyen w a z tetszdle-
ges n-edik gyoke. A fenti wo szdmra ekkor w; = z = w", ahonnan (w/wg)" = 1. Jeloljik
a w/wo hadnyadost e-nal, akkor tehit ¢” = 1. Igy ha sikeriilne meghatérozni az ilyen &
szdmokat, akkor az 0sszes keresett w-t is megkapndnk a w = swq 0sszefiiggésbol.

1.5.1. Definicié. Az ¢ € C szamot n-edik komplex egységgydoknek nevezziik, ha " = 1.

Példdul az i szdm negyedik egységgydk, hiszen i> = —1, és ezért i* = 1. Az i szdm
hatvanyai tehét

Vagyis a hatvanyok periodikusan ismétl6dnek. Ha lerajzoljuk Sket, egy négyzetet kapunk,
melynek a kozéppontja az origd, €s az egységkorbe irhatd. Ezeket az észrevételeket rovi-
desen éltalanositani fogjuk, és akkor az is kideriil majd, hogy az i, —1, —i, 1 szdmok az
1 szam osszes negyedik gyoke, vagyis az 0sszes negyedik egységgyok.

Az n-edik egységgyokoket trigonometrikus alakban keressiik meg. Mivel ¢” = 1, és az
abszolut érték szorzattartd, |¢|" = 1, azaz |¢| = 1. Tehdt ¢ = cosa + i sina, és igy

cosna +isinna =¢&" =1=1(cos0+isin0).
Az 1.4.1. Gyakorlat miatt noe = 2km alkalmas k egészre. Tehat o = 2km /n.

1.5.2. Tétel. Az n-edik egységgyokok szama pontosan n, ezek az
ex = cos(2km/n) + i sin(2kw/n) = &

képlettel definidlteq, €2, ..., &, = 1 szdmok. Ha z = r(cos o +i sin o) nem nulla komplex
szam, akkor egyik n-edik gyoke

wo = r(cos(a/n) + isin(a/n)),

a tobbi n-edik gyokét pedig gy kapjuk meg, hogy a wqy szdmot végigszorozzuk az n-edik
egységgyokokkel. Minden nem nulla komplex szdmnak pontosan n darab n-edik gyoke
van a komplex szamok kozott, és ezek egy origo kozépponti szabdlyos sokszog csticsaiban
helyezkednek el.

Bizonyitds. Ha lerajzoljuk az €1, &>, ...,¢, = 1 szdmokat a sikon, akkor egy szabdlyos
n-szoget kapunk, amelynek természetesen mind kiilonb6z6k a csticsai. Viszont €,41 = €1,
Enys = €2, és gy tovabb, vagyis korbe-korbe jarunk a szabalyos n-szog csdcsain. Al-
taldban ha k-nak az n-nel val6 osztdsi maradéka r, akkor nyilvan ey = ¢,. Az g = 8’1‘
Osszefiiggés nyilvanvaldéan kovetkezik Moivre képletébdl. Végiil a z szam n-edik gyokei
azért alkotnak szabdlyos n-szoget, mert ez wo-lal szorzassal, azaz forgatva nyujtassal kap-

hat6 az egységgyokok altal alkotott sokszogbdl. 0
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Az n-edik komplex egységgyokoket ,,ugyanigy kell szorozni, ahogy a modulo n maradé-
kokat 6sszeadni”. Valéban, amikor az g és ¢y szdmokat szorozzuk Ossze, akkor a szogeket
modulo 360° kell 6sszeadni, és ezért az indexek modulo n adédnak 6ssze. Képlettel felirva:

Ek+nt = EKEL -

Még mashogy fogalmazva a k +— ¢ leképezés (kolcsonosen egyértelm, és) mivelettartd
a Zn halmaz és az n-edik egységgyokok halmaza kozott akkor, ha az elsé esetben a mo-
dulo n Osszeadést, a misodikban pedig a komplex szdmok szorzdsat tekintjiik miiveletnek.
(De mondhatjuk azt is, hogy a Z-b&l C-be vezetd k > &; leképezés miivelettartd, ha az elsé
miivelet az 0sszeadds, a masodik a szorzds, hiszen ;¢ = erep is teljesiil. Ez a leképezés
azonban mar nem kolcsondsen egyértelmd.)

A fejezet hatralévo részében a komplex szam rendjének a fogalméaval ismerkediink meg.
Ez a téma kicsit nehezebb az eddigieknél, ezért az olvas6 megteheti, hogy eldreszalad a po-
linomokhoz, €s ide akkor tér vissza, amikor mér kicsit jobban beleszokott az uj gondolko-
ddsmddba. A most kdvetkezd anyagra legkozelebb a korosztdsi polinomok vizsgalatakor,
azutan pedig a csoportelméleti elemrend targyaldsakor lesz sziikség.

Az g1 komplex szamrdl beléttuk, hogy hatvanyai periodikusan ismétlddnek. Vizsgaljunk
most meg ebbdl a szempontbdl egy tetszéleges z nem nulla komplex szdmot. ,,Tipikus
esetben” a z szdm Osszes egész kitevojl hatvanya paronként kiilonbozé lesz. Ilyen szam
példaul a z = 2, hiszenaz 1,2,4,8,... és 1,1/2,1/4,1/8, ... szamok kozott nincs két
egyenld.

1.5.3. Kérdés. Mely valds z # 0 szamokra fordulhat eld, hogy z* = z¢, noha k # £?

Tegyiik fel, hogy z-nek vannak egyenld hatvanyai is: z = z¢, noha k # €. Ekkor
k=t = 77k = 1, igy vannak olyan kitevSk, melyekre z-t emelve 1-et kapunk. Ezeket

hivjuk jo kitevoknek.

n jo kitevgje z-nek, ha z" = 1.

Mivel a k — ¢ és £ — k j6 kitevSk egyike pozitiv, van pozitiv j6 kitevd is. Legyen d a
legkisebb pozitiv jO kitevl. Osszuk el k — £-et maradékosan d-vel: k — £ = dq + r, ahol
0 <r < d. Ekkor

1 =5t = g0 = (¢)i" =197 = 7.

Tehét r is j6 kitevs. Mivel d a legkisebb pozitiv j6 kitevd volt, és r < d, az r mar nem lehet
pozitiv. Ezért r = 0, vagyis d | k — £. Belattuk tehat, hogy ha z¥ = z¢, akkor d | k — ¢.

Ennek az allitisnak a megforditdsa is igaz. Ha d | k — £, akkor ¢ hatvanya z¢
nek, és igy z5~¢ = 1, vagyis zX = z¢. Szavakban megfogalmazva: z két hatvanya akkor
csak akkor egyenld, ha a kitevok kiilonbsége a d szam tobbszorose.

Tehét z hatvanyai d szerint periodikusak! Hiszen z,z%,...,z¢ = 1 még paronként
kiilonbozd (mert e d-nél kisebb kitevék kiilonbsége nem lehet d-vel oszthatd), de mar
24F1 = 7z, 7942 = 22, és igy tovabb. Igy z-nek pontosan d darab kiilésnb6z3 hatvanya van.

Ezt a d szdmot a 7 rendjének nevezziik.

1-
és
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1.5.3. Definicio. Egy z komplex szam kiilonb6z6 (egész kitevSs) hatvdnyainak a szamat a
z rendjének nevezziik. Ez vagy pozitiv egész, vagy oo. A rendet o(z)-vel jeloljiik.

1.5.4. Tétel. A 7z szamnak vagy barmely két egész kitevdjii hatvanya kiilonb6zo (ilyenkor a
rendje végtelen), vagy pedig a hatvanyok a rend szerint periodikusan ismétlédnek. A rend
a legkisebb pozitiv ,,jo” kitevd, vagyis a legkisebb olyan pozitiv egész, melyre a szamot
emelve 1-et kapunk. Tovdbba

* =27 &< o(z) | k— ¢, specidlisan ¥ =1 <= o(z) | k.

A j6 kitevok tehat pontosan a rend tobbszorosei.

Az olvasénak a lehetd legmelegebben ajdnljuk, hogy a fentiek jobb megértése érdekében
ismételje 4t a rendnek a szdmelméletben hasznlt, anal6g fogalmat (14sd péld4ul [4], 3.2. Sza-
kasz). Roviden 6sszefoglaljuk a legfontosabb tudnivaldkat.

Legyen z € Z,, olyan szdm, amely m-hez relativ prim. Hatvanyozzuk z-t a modulo m szor-
z4as szerint. A hatvanyok periodikusan ismétlédni fognak. Nevezziik z rendjének modulo m
(ele 0,,(2)) a z szdm modulo m kiilonb6zé hatvanyainak a szdmat. A rend most is a legki-
sebb pozitiv ,,j6” kitevd, vagyis a legkisebb olyan pozitiv egész, melyre a szamot a *,, szorzas
szerint hatvdnyozva 1-et kapunk. Az elemi szdmelméletben szivesebben hasznilnak minden-
nek a kifejezésére kongruencidkat. Ezen a nyelven fogalmazva tehat tetsz6leges m-hez relativ
prim z egészre

F =zt (m) & on(z) | k—¢, specidlisan zF=1(m) < o(z) | k.

A j6 kitevSk tehat pontosan a rend t&bbszorosei.

Fontos észrevenniink, hogy nem minden n-edik komplex egységgyok rendje n. Példaul
az 1 rendje 1, noha az 1 minden n-re n-edik egységgyok. A negyedik egységgyokok koziil
az i és —i rendje 4, a —1 rendje 2, az 1 rendje pedig 1. A hatodik egységgyokok rendjeit a
3.9.1. dbran szemléltettiik (125. oldal). Prébéljuk most dltaldnosan meghatarozni az n-edik
egységgyokok rendjeit. Ebben a kdvetkezd feladat lesz a segitségiinkre.

1.5.4. Feladat. Egy bolha ugrél korbe egy n-szog csticsain, Ggy, hogy minden ugrdsndl k
csucsnyit 1€p elére. Hany 1épés utdn jut vissza a kiindul6ponthoz? Hény kort tesz meg
ezalatt? Héany csudcsot érint 6sszesen?

1.5.5. Tétel. Ha a z komplex szam rendje véges, és k egész szam, akkor

oz
o(zk) = (—) .
(0(2), k)
Ez a hatvany rendjének képlete.
Bizonyitds. Legyen o(z) = n, és irjuk fel a z hatvdnyait sorban egy n-szog csucsaira.

Helyezziink rd egy bolhét a z* = 1-nél levs csticsra. Amikor a z€ szdmot hatvanyozzuk,

akkor mindig azokra a csucsokra jutunk, ahol a bolha lesz, amikor k-asdaval ugral (az els6
ugrés utdn a z¥-ban, azutan a (z*)?-ben, és igy tovabb). A z* rendje a hatvanyainak a szdma,
vagyis a bolha 4ltal érintett csticsok szama, ami az el6z6 feladat szerint n/(n, k). U
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A képlettel ellendrizhetjiik, hogy mivel o(i) = 4, azért valéban o(i%) = 4/(4,2) =2,6és
0(i®) = 4/(4, 3) = 4. Altaldban, ha

ex = cos(2km/n) +isin(2kmw/n) = 8]1‘ ,

akkor mdr lattuk, hogy e1-nek n kiilonb6zd hatvanya van, tehdt a rendje n, és igy a képlet

szerint
n

(n, k)

Ezt praktikusabban is megfogalmazhatjuk. Az ¢; képletében egyszerUsitsiik le a k/n tortet.
Ekkor elérhetjiik, hogy k és n relativ primek legyenek. Ilyenkor pedig a fenti képlet n-et ad
eredményiil. Ez az észrevétel igen hasznos konkrét szdmoldskor, feladatmegoldaskor, ezért
egy kiilon 4llitasba foglaljuk.

o(er) = o(eh) =

1.5.6. Allitas. Egy z # 0 komplex szdm rendje akkor és csak akkor véges, ha abszoliit
értéke 1, szoge pedig a 2w raciondlis tobbszorose. Ha ez a raciondlis szam egyszertiisithe-
tetlen tort alakjaban felirva p/q (ahol g > 0), akkor a z rendje q.

1.5.7. Definicié. Az n rendli komplex szamokat primitiv n-edik egységgyokoknek nevez-
ziik.

Ezek mind az n-edik egységgyokok kozott vannak, és a fenti képlet szerint pontosan
azok az ¢y szamok lesznek primitiv n-edik egységgyokok, melyekre (k, n) = 1.

1.5.8. Tétel. A primitiv n-edik egységgyokok pontosan az
ex = cos(2km/n) + i sin(2kw /n)

alaku szdmok, ahol k és n relativ primek, és 0 < k < n. Szdmuk ¢(n), ahol ¢ a szamel-
méletbdl ismert Euler-fiiggvény (lasd B.0.5. Definicid). Egy komplex szam akkor és csak
akkor n-edik primitiv egységgydk, ha a hatvanyai pontosan az 0sszes n-edik egységgyo-
kok.

Bizonyitds. Csak az utolsé allitast nem lattuk be az eddigiek sordn. Ha & primitiv n-edik
egységgyok, akkor a rendje n, ezért n kiilonbozd hatvanya van. Ezek mind n-edik egy-
séggyokok, és mivel abbdl is n darab van, mindet meg kell kapjuk. Megforditva, ha ¢ hatva-
nyai pont az n-edik egységgyokok, akkor n kiilonb6z0 hatvanya van, és igy arendje n. [

A rend fogalmédnak bevezetésével befejeztiik a komplex szdmokkal valé ismerkedést.
Noha lattunk néhany geometriai alkalmazést, és a gyokvonds sem probléma tobbé, a har-
madfokud egyenlettel kapcsolatos kérdéseket még nem tisztaztuk. Erre akkor keriil majd
sor, amikor méar eleget fogunk tudni polinomokrdl is. Mostantdl kezdve szdm alatt mindig
komplex szamot értiink.
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Gyakorlatok, feladatok

1.5.5. Gyakorlat. Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket a komplex szdmok kozott:

() 3 =1.

(2) x* = —4.

3) x4 =V3-1i.
4) x" = —1.

1.5.6. Gyakorlat. Mennyi a rendje az

14i, (4i)/~2, cos(¥2m)+isin(v2r), cos(336°) + i sin(336°)
szamoknak? Melyek ezek kozott az egységgyokok? Mely n-ekre lesznek ezek a szamok
n-edik egységgyokok? Es primitiv n-edik egységgyokok?

1.5.7. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy minden egységgyok pontosan egy n-re lesz primi-
tiv n-edik egységgyok, de végtelen sok n-re lesz n-edik egységgyok.

1.5.8. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy ha n > 0 egész, ¢ € C, és ¢" = i, akkor ¢ rendje
véges, és néggyel oszthato.

1.5.9. Gyakorlat. Ha ¢ primitiv 512-edik egységgyok, mennyi lehet o(—ig)?

1.5.10. Feladat. Hogyan fiigg 6ssze egy komplex szdm €s az ellentettjének a rendje? (EI6-
szOr kis n szamokra vizsgaljuk meg).

1.5.11. Gyakorlat. Szorozzuk Ossze a hatodik egységgyokoket a negyedik egységgyokok-
kel az Osszes lehetséges modon. Hény kiilonboz6 szdmot kapunk? Mi a helyzet, ha a
hatodik €s a hetedik egységgyokoket szorozzuk Ossze?

1.5.12. Gyakorlat. Legyenek m és n pozitiv egészek.
(1) Héany kozos gyoke van az x”* = 1 és x"" = 1 egyenleteknek?
(2) Mutassuk meg, hogy egy n-edik és egy m-edik egységgyok szorzata nm-edik egy-
séggyok.
(3) Bizonyitsuk be, hogy egy n-edik és egy m-edik primitiv egységgyok szorzata akkor
€s csak akkor nm-edik primitiv egységgyok, ha m és n relativ primek.

1.5.13. Gyakorlat. Mennyi az n-edik egységgyokok Osszege, szorzata és négyzetdsszege?
Az aldbbi feladatokban haszndljuk fel a 2.2.17. Gyakorlatban bizonyitott binomidlis tételt.

1.5.14. Feladat. Hozzuk ,,zart alakra” a kovetkez$ Osszeget:

1867 n 1867 N 1867 n 1867 n
0 4 8 12

1.5.15. Feladat. Fejezziik ki cos x és sinx segitségével sin 7x-et. Altaldnositsuk a kapott
képletet.
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1.6. A komplex szamok preciz bevezetése

Bizonyara sok olvasonk hallott mar Godel nevezetes tételérdl, amely nagyon durva fogalma-
zasban ezt éllitja: nem lehet bebizonyitani, hogy a matematikdban soha nem fog felbukkanni
ellentmondas. (Ezt, sajnos, teljes szabatossaggal be lehet bizonyitani.) Igy teljes biztonsagot
nem érhetiink el a komplex szdmok bevezetésekor sem. De ha az igényeinket lejjebb adjuk,
akkor sem lehetiink elégedettek a komplex szdmok eddig hasznilt, szemléletes bevezetésével.
Eleve zavar6 példaul az, hogy még mielStt 6sszeadast és szorzast definidltunk volna, mar ma-
gaban a komplex szdm a + bi definicidjdban mindkettd szerepel. Marpedig a matematikdban
nem definidlhatunk egyetlen fogalmat sem Miinchausen-mddra, sajit maga segitségével.

Erdemes tehdt a komplex szdmok fogalmat egy fokkal precizebben bevezetni, mint ahogy
eddig tettiik, hogy ne adjon félreértésre alkalmat, hogy meggy6zhessiik magunkat arrél: ha
a val6s szdmokkal val6 szdmolds sordn nem lehet baj (ellentmondds), akkor a komplex szé-
mok haszndlata esetében sem lesz. Természetesen mindez csak a szemléletesség rovasara
torténhet. Ezért ugy kell ligyeskedniink, hogy a bevezetés végére érve az eddig szemlélete-
sen hasznalt fogalmakat, jeloléseket tovabbra is ugyantgy hasznalhassuk, ne keletkezzenek
felesleges bonyodalmak.

A komplex szdmok preciz bevezetése magasabb foki matematikai érettséget igényel, mint
amit a konyv eddigi részeiben feltételeztiink. Meggy6z6désiink, hogy el6szor a komplex sza-
mokkal (s6t, esetleg a polinomokkal) val6 szdimolds gyakorlati fogésait célszer(i elsajatitani.
Ezért ezt a szakaszt teljes egészében apro betiis résznek érdemes tekinteni. Csak a jobb olvas-
hatésag kedvéért nem szerepel ebben a formdban. A konyv elsé olvasdsakor az olvasé nyu-
godtan atugorhatja, anndl is inkdbb, mert a konstrukcid igazan tanulsdgos mozzanatai késébb
Ujra és Ujra megjelennek majd. El6szor a polinomok preciz bevezetésekor (2.3. Szakasz),
késdbb a hanyadostest, vagy az egyszer(i algebrai tesbdvités konstrukciéjakor. Sot, a fak-
torgydrlik vizsgélatakor a komplex szdmok bevezetésére is egy alternativ, ugyancsak preciz
modszert leliink majd.

Abbdl indulunk ki, ahogy a komplex szdmok egyenl&ségét definidltuk. A komplex szé-
mokat a valés és képzetes résziik egyértelmiien meghatdrozza, és ezek tetszbleges valds
szamok lehetnek. Igy az a + bi komplex szamra gondolva egy olyan matematikai objek-
tumot kell keresniink, amelyet az a és b szdmok (a sorrendre is tekintettel) egyértelmiien
meghatdroznak. Ilyen objektum az (a, b) rendezett par (de akinek jobban tetszik, gondolhat
helyette a sik megfelel6 pontjara is, és akkor egy fiist alatt a komplex szamok geometriai
kapcsolatat is megkapja). Tehat a nem szemléletes, de jol kezelhetd definicié a kovetkezd:

1.6.1. Definicié. Komplex szdmon egy z = (a, b) rendezett part értiink, ahol a és b valds
szamok. A z = (a, b) komplex szam valds része a, képzetes része b.

A miiveleteket is konnyen definidlhatjuk, ha suttyomban az (a, b) helyére odaképzeljiik
az a + bi-t, és igy ,,atkédoljuk™ az 1.3.1. Definiciot:
(a,b)+ (c,d)=(a+c,b+d)
(a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc) .

A komplex szamok k6zott most nincsenek ott a valds szamok, hiszen azok nem rendezett
parok. Az a valés szamot a + 0 - i-ként irtuk fel komplex szamként, ehelyett az (a, 0) parra
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kell gondolnunk. Az ilyen pdrokkal ugyantigy kell szdmolni, mint a valés szamokkal,
hiszen a fenti képletek szerint

(a,0)+ (¢c,0) =(a +c¢,0)
(a,0)(c,0) = (ac, 0).

Masképp fogalmazva, a
¢:ar (a,0)

leképezés (amely kolcsondsen egyértelmi a valds szdmok és az (a, 0) alakid komplex sz4-
mok kozott) tartja az 6sszeadast €s a szorzdst is. Ezért az a szdmot azonositjuk a neki meg-
feleld (a, 0) komplex szammal. (Ennek az azonositdsnak vannak preciz technikai, amivel
a halmazelméletben ismerkedhetiink meg.)

Latszélag nincs ott az ujsiitetdi komplex szdmok kozott az i sem. A szemléletes definicio
szerint persze i = 0 + 1 - i, és igy bevezethetjiik az

i=(0,1)
jelolést. Ekkor a szorzds szabdlya miatt
i? = (0, )0, 1) = (~1,0),

amit a —1 szammal azonositottunk. Magyarul i> = —1, immér precizen. Végiil az 6ssze-
adas és a szorzas szabdlya szerint

(a,b) =(a,0)+(0,b) =(a,0)+ (b,0)(0, 1),

ezt a szamot pedig éppen a + bi-vel azonositottuk. Igy a komplex szdmok tényleg az a + bi
alaku kifejezések, melyekkel a miiveleteket ugy kell végezni, ahogyan mar megszoktuk.

1.7. Osszefoglalé

A modulo m maradékok Z,, = {0, 1, ..., m — 1} halmazan bevezettiik a modulo m ossze-
adds és szorzds fogalmat (1.1.1. Definicid), és felderitettiik ezek alapvetd tulajdonsédgait
(1.1.2. Allitds). Megallapitottuk, hogy ezek nagyon hasonlitanak a szamok kozotti mii-
veletek tulajdonsdgaira, valamint hogy miivelettarto az a leképezés, amely minden egész
szdmhoz a mod m maradékat rendeli (1.1.3. Allitds). A kivonast az ellentett hozzdad4sa-
ként, az osztdst a reciprokkal (inverzzel) valé szorzdsként definidltuk. Az ellentett mindig
l1étezik, a reciprok azonban nem. Nyitva maradt a nullosztomentesség kérdése is: egy szor-
zat lehet-e nulla dgy, hogy egyik tényezdje sem nulla. A maradékokkal valé szdmolast
felhaszndltuk kombinatorikai és szamelméleti feladatok megoldésara.

Megbeszéltiik a harmadfoku egyenlet megoldasi 6tletét, és ebbdl levezettiik a Cardano-
képletet, bar az még nem deriilt ki, hogy ez megadja-e az egyenlet 0sszes megoldasat.
Konkrét példdk alapjan azt tapasztaltuk, hogy ha az egyenletnek csak egy valds gyoke van,
akkor azt a képlet megadja, de hdrom valds gyok esetén ezeket csak gy tudjuk megkapni,
ha hajlandék vagyunk formadlisan szdmolni negativ szamok négyzetgyokeivel.
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Hogy a negativ szdmok négyzetgyokeivel val6 szamolast precizzé tegyiik, bevezettiik a
komplex szdamokat, mint a + bi alaku formdlis kifejezéseket, ahol i2 = —1. Felfedeztiik
az sszeadds és a szorzds szabdlyait és tulajdonsdgait (1.3.1. Definicié, 1.3.2. Allits), me-
lyek szintén nagyon hasonlitanak a szdmok kozotti miiveletek tulajdonsdgaihoz. A valds
szamokat is (a + 0 - i alakd) komplex szdmnak képzeljiik, és ezentuil ,,szam” alatt komp-
lex szamot értiink. Megmutattuk, hogy minden nem nulla komplex szdmmal lehet osztani
(1.3.3. Allitds): a tortet a nevezd konjugdltjdval kell bSviteni. Ebbél levezettiik a null-
osztémentességet is (1.3.4. Allitas). Kiterjesztettik az abszolit érték fogalmat komplex
szamokra (de leszogeztiik, hogy komplex szamok kozott nem értelmeziink egyenl&tlensé-
geket). Osszefoglaltuk a konjugélds és az abszolit érték tulajdonsagait (1.3.6. Allitds).

A komplex szdmokat a sik pontjaival, illetve az ezekbe az origéb6l mutatd helyvek-
torokkal azonositottuk. Ekkor a komplex szdmok Osszeadédsa a vektordsszeaddsnak felel
meg. Egy komplex szdm abszolut értéke az origdtol vald tavolsaga, és emiatt teljesiil a
hdromszog-egyenlotlenség (1.4.2. Tétel). Definidltuk nem nulla komplex szdm szogét, €s
trigonometrikus alakjdat. Megallapitottuk, hogy komplex szdmok szorzdsakor a hosszak
osszeszorzédnak, a szogek pedig (mod 27) Gsszeadédnak (1.4.3. Allitds). Igy képletet
kaptunk a gyors hatvdnyozdsra (pozitiv és negativ egész kitevok esetében). Az a kovetkez-
mény, hogy egy komplex szdmmal val6 szorzas egy forgatva nyujtds, lehetové teszi, hogy
komplex szdmokat hasznaljunk geometriai feladatok megolddsihoz.

Megiéllapitottuk, hogy egy nem nulla komplex szdmnak minden n pozitiv egészre ponto-
san n darab n-edik gyoke van, amelyek egy origd kozéppontd szabdlyos sokszog csicsaiban
helyezkednek el. A gyokvondst trigonometrikus alakban célszer( elvégezni (1.5.2. Gyakor-
lat). Azokat az ¢ komplex szdmokat, amelyekre ¢" = 1 teljesiil, n-edik egységgyokoknek
neveztiik. Ezek a cos(2km/n) + i sin(2km /n) alakd szamok, 6sszesen n darab n-edik egy-
séggyok van. Ha egy szdmnak ismerjiik az egyik n-edik gyokét, akkor az 0sszes n-edik
gyokeit az n-edik egységgyokokkel valo szorzassal kapjuk (1.5.2. Tétel).

Egy z # 0 komplex szdm o(z) rendje a kiillonb6z6 hatvanyainak a szdma. Ez vagy
végtelen, ebben az esetben z barmely két egész kitevdjl hatvanya kiilonb6zo, vagy egy
pozitiv r szam, ebben az esetben z hatvédnyai r szerint periodikusan ismétlédnek, vagyis

=7t < o@@) | k—-1¢

(1.5.4. Tétel). Specidlisan z" akkor és csak akkor 1, ha o(z) | n (ezek a z szdm ,,j6”
kitev6i). Egy z komplex szdm rendje akkor és csak akkor véges, ha a szam egységgyok,
vagyis ha hossza 1, szoge pedig a 2 raciondlis szimszorosa. Ha ez a raciondlis szdm p/q,
és (p, q) = 1, akkor z rendje g (1.5.6. Allitas). Mindez a hatvany rendjének

0(2)

(0(z), k)

O(Zk) =

képletébdl kovetkezik (1.5.5. Tétel).
Egy szam primitiv n-edik egységgyok, ha rendje n. Ezek a cos(2kw/n) + i sin(2kmw/n)
alaki szamok, ahol (k,n) = 1. Osszesen ¢(n) darab primitiv n-edik egységgyok van
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(itt p(n) a szamelméletbdl ismert Euler-fiiggvény). Egy szam akkor és csak akkor n-edik
primitiv egységgyok, ha hatvanyai pontosan az dsszes n-edik egységgyokok (1.5.8. Tétel).

Végiil mutattunk egy lehetséges médot a komplex szdmok preciz bevezetésére. Az
a + bi-nek képzelt szamot az (a, b) rendezett parként definidltuk, és az ezek kozotti miive-
leteket az 1.3.1. Definici6 alapjan adtuk meg (1.6.1. Definici6). Az a valds szamot azonosi-
tottuk az (a, 0) komplex szdmmal, ezt azért tehettiik meg, mert az Osszeadést €s a szorzast
mindkett6vel ,,ugyanigy” kell végezni. Ily médon a valds szamok is komplex szdmokka
valtak. Az i = (0, 1) jelolést hasznalva (a, b) = a + bi adddott, és igy precizzé tettiik a
komplex szamok korabbi, szemléletes definicidjat.



2. POLINOMOK

...de az a + b-t és a nulldt, ami nem is nulla,
és az x-nek titokzatos hdnytorgdsait...

Fekete Istvan: Téli berek

2.1. A polinom fogalma

Amikor kozonséges egyenleteket kell megoldanunk, az ismeretlennel formdlisan szamo-
lunk. Péld4ul az

X2 4+x4+1

— =

x+1
egyenlet esetében nem probdlunk az x helyébe konkrét szamokat helyettesiteni, hanem
olyan dtrendezést hajtunk végre, ami minden egyes x-re helyes. Igy a fenti egyenletbdl
x + 1-gyel atszorozva
4x+1=x>4x

addédik. Ezt az atalakitast akkor is helyesnek érezziik, ha tudjuk, hogy ez utébbi egyen-
letnek nincs megoldésa (hiszen 1 = 0O-ra vezet), tehat semmilyen konkrét x szdmra nem
teljesiil egyik felirt egyenldség sem.

Ahogy tehat a komplex szamok bevezetése kapcsan megéllapitottuk, hogy milyen sza-
balyok szerint szabad szdmolni negativ szdmok négyzetgyokeivel, tigy érdemes most is
megvizsgélni, hogy az ,,ismeretlen, meghatdrozatlan szamokat” tartalmazoé kifejezéseket
hogyan kezelhetjiik.

Miért van erre sziikség? Hiszen az egyenletmegolddst mar a kozépiskoldban begyakorol-
tuk. A vélasz ismét az, hogy szeretnénk sok problémara kozos megoldasi médszert taldlni.
Ilyen példaul egy egyenlet megolddképlete. Més esetben olyan, minél egyszeriibb kifeje-
z€st kell felirnunk, ami adott helyeken adott értékeket vesz fel (igy kereshet példdul egy
fizikus torvényt, szabdlyszerliséget a mérési eredményeihez). Ilyenkor ismerniink kell a
felirando kifejezések tulajdonsdgait. Az is el6fordul, hogy meg szeretnénk bizonyosodni:
egy bonyolult egyenletnek nincs mar mds megolddsa, mint amiket megtaldltunk. Ehhez
jol jonne egy olyan tétel, ami megmondja, hogy egy egyenletnek, az alakjatdl fiiggben,
maximum hény megoldéasa lehet.

De sziikség lehet negativ eredmények bizonyitasara is. A matematikdban nagyon hasznos
ismerni a modszereink korldtait is, hogy tudjuk: egy-egy probléma megoldasdhoz kell-e 4j

41
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modszert kifejleszteni. Fontos példa ilyen korlatra, hogy a legaldbb 6todfoku egyenletek
esetében mar nem létezik olyan dltaldnos megolddképlet, amely a négy alapmiivelet és
gyokvonds segitségével megadja az egyenlet gyokeit. Ennek a bizonyitdsdhoz precizen
tudnunk kell, mit is értiink egyenlet, gyokképlet alatt, és mik ezeknek a tulajdonsagai.

A komplex szdmokhoz hasonldan arra toéreksziink, hogy az olvasé minél hamarabb el tud-
jon kezdeni szdmolni polinomokkal. Ezért a lehet6 legpraktikusabban vezetjiik be ezt a fogal-
mat. A preciz bevezetés megtaldlhat6 a 2.3. Szakaszban.

Els6ként az olyan kifejezéseket vessziik gorcsé ald, amelyekben szdmokon kiviil csak
egy x ,ismeretlen” szerepel, €s csak harom miveletet haszndlhatunk: 6sszeadast, kivondst
és szorzast. A komplex szdmok bevezetésekor észrevettiik, hogy minden i-t tartalmazo,
a fenti harom mtivelettel felirt kifejezés a + bi alakra egyszertisithets. Kozépiskolas ta-
pasztalatunk az, hogy a zar6jelek felbontdsaval, €s x hatvanyai szerinti rendezéssel az x-et
tartalmazo, e harom mivelettel felirt kifejezések a kovetkezd alakra hozhatdk:

f(xX) =ag+aix +arx* + -+ + apx",

ahol ag, ..., a, szdmok, és n > 0 egész szam. Az ilyen kifejezéseket polinomoknak ne-
vezziik. Az x a polinomban szerepl$ hatdrozatlan. Az a jxj kifejezések a polinom tagjai,
az a; szamok pedig a polinom egyiitthatoi. Az ag a polinom konstans tagja.

Mivel formalisan szamolunk, x-r6l semmi mast nem tételezhetiink fel, csak azt, ami min-
den szamra érvényes. Ezért O - x természetesen nulla lesz, de a fenti képletben semmilyen
mads egyszer(isitési lehetGséget nem varhatunk. A 0-x* tagot néha érdemes lesz kiirni, néha
meg érdemes lesz elhagyni. Igy tehdt az 1 +x2ésaz 1+ 0-x + x2+ 0 - x3 polinomokat
egyenlnek tekintjilk. A legegyszer(ibb, ha minden polinomba odaképzeljiik a ki nem {rt
x-hatvényokat is, nulla egyiitthatéval. Ekkor polinomok egyenl&ségét a kovetkezdképpen

definidlhatjuk.

2.1.1. Definicié. Két polinomot akkor €s csak akkor tekintiink egyenlének, ha a megfe-
lel$ egyiitthatéik megegyeznek, vagyis ha minden k > 0 egészre az x* egyiitthatéja a két
polinomban ugyanaz.

Ha a fenti f polinomban mindegyik a; egyiitthat6 nulla, akkor a nullapolinomot kapjuk
(ez nem tévesztendd Ossze a 0 szdmmal, de mindkett6t O jeloli). Ha f # 0, akkor hagyjuk
el a polinom jobboldalardl a nulla egyiitthatéji tagokat. Igy

f(x)=ao+ arx +a2x2+--~+akxk

adddik, ahol a;x # 0. Ebben az esetben az k kitev6 a polinom foka, az akxk a polinom
fotagja, az ay szam pedig a polinom féegyiitthatoja. Egy polinom normdlt, ha féegyiittha-
téja 1. Tehat csak a nem nulla polinomoknak értelmezziik a fokat. Az f polinom fokat
gr( f)-fel jeloljiik (sok konyvben a deg(f) jelolést alkalmazzdk). Egyenl6 polinomoknak
természetesen ugyanaz a foka (ha létezik). Az f helyett mindegyik jelolésben irhatunk
f(x)-et is, ha fel akarjuk tiintetni, hogy x a hatdrozatlan.
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Ahhoz, hogy eldonthessiik, tényleg minden vizsgalt kifejezés a fenti alakra hozhat6-e,
elegendd azt ellendrizni, hogy a fenti alakd polinomokat 6sszeadva, kivonva, és 0sszeszo-
rozva szintén ilyen alaku kifejezést kapunk. A komplex szdmok bevezetéséhez hasonléan
fontos lesz konkrétan kiszdmolni az 6sszeg €s a szorzat képletét.

Két polinom 6sszegének kiszdmitdsahoz a kisebb foku polinom végére irjunk nulla ta-
gokat ugy, hogy a kovetkezd alakot kapjuk:

f=ap+ax +ax®+ -+ ax", g =bo+bix +byx* 4 4 byx".

Tehat feltehetd, hogy ugyanaz az n szam szerepel a két polinomban (de ekkor csak annyit
tudunk, hogy polinomjaink foka legfeljebb n, tehat ilyenkor mar nem tehetjiik fol, hogy
a két féegyiitthaté nem nulla). Ez a felirds azért hasznos, mert az 6sszeaddst konnyen
elvégezhetjiik:

f+g=1(ap~+bo) + (a1 + b1)x + (az + b2)x> + - + (an + by)x" .

Hasonlo6 képlet adja két polinom kiilonbségét is.

2.1.2. Allitas. Két polinom dsszegének a foka legfeljebb akkora, mint a két polinom fokai
koziil a nagyobb (pontosabban a nem kisebb). Képletben: gr( f + g) < max(gr(f), gr(g)).
Ha a két polinom foka kiilonb6z0, akkor egyenldség 4ll.

Bizonyitdas. Az f és g felirdsdban (hacsak nem f = g = 0) feltehetjiik, hogy a két f6e-
gyiitthat6 egyike, mondjuk a,, nem nulla. Ha b,, = 0, akkor az 6sszeg f6egyiitthatdja is aj,
lesz. Ha azonban mindkét polinom foka n, akkor elképzelhetd, hogy a, + b, = 0, s6t még
az is, hogy az 0sszegben minden egyiitthatd nulldva vélik (és ilyenkor az 6sszegnek nincs
is foka). 0

2.1.1. Gyakorlat. Szorozzuk 6ssze az ag+ax +arx? és bg+b1x +byx?+b3x3 polinomo-
kat, bontsuk fel a zdréjelet, rendezziik az eredményt x hatvanyai szerint, végiil allapitsuk
meg az eredmény fokat.

A polinomok szorzdsakor a kovetkez felirds lesz hasznos:
f=ay+ax +ax*+ - +ax",  g=bo+bix +bx*+ -+ bux"

ahol a,, # 0és b,, # 0. (Ha valamelyik tényezd a nullapolinom, akkor a szorzat nyilvan
szintén nulla.) Szorozzuk Ossze ezt a két polinomot.

2.1.2. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy az (a; + - - - + a,) (b1 + - - - + by,;) szorzat egyenld
az nm darab a;b; szam Osszegével.

A fenti észrevétel alapjan az f és g szorzdsandl a zargjelet tigy bonthatjuk ki, hogy az
elsd 0sszeg minden tagjat megszorozzuk a masodik 6sszeg minden tagjaval, majd a kapott
szorzatokat osszeadjuk Eztaz (n+1)(m+1) tagd osszeget szeretnénk x hatvanyai szerint
rendezni. Egy x*-os tag iigy tud keletkezm hogy egy x'-s és egy x/-s tagot szorzunk dssze,
ahol i + j = k. Igy az fg szorzatban x¥ egyiitthat6ja

(2.1.1) ¢k = aoby + arbg—1 + a2bg—o2 + - - - + ap_1b1 + arby .
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Latszolag cx egy k+1 tagi 6sszeg, de valdjaban az 0sszegnek lehet kevesebb tagja. Péld4ul
ha k = m + n, akkor az aogb,+, tag nem fog szerepelni, mert b indexe csak null4tdl
m-ig halad. Ezt a gondot azonban konnyen kikiiszobolhetjiik, ha megéallapodunk abban,
hogy nulldnak tekintjiik b,,,41, bp+2, . . ., €s ugyanigy a,+1, d,+2, ... értékét (ahogy mar
a polinomok egyenldségének 2.1.1. Definicidja el6tt is tettiik). Ezzel a fenti (2.1.1) képlet
mindkét formdja helyessé valik.

Az x"1™ tag egyiitthat6ja tehét egy n + m + 1 tagui Osszeg, de ennek csak egyetlen nem
nulla tagja van: a,b,. Valoban, a tagok a;b; alakiak, aholi + j =n +m,és hai > n,
akkor a; = 0, ha viszont i < n, akkor j > m, vagyis b; = 0. Ez az egyetlen a,b,, tag
viszont nem lesz nulla, mert egyik tényezdje sem az. Ez bizonyitja a kdvetkezd allitast.

2.1.3. Allités. Az fg szorzat féegyiitthatoja a, b,,, foka n + m. Tehat nem nulla polinomok
szorzdsakor a fokok dsszeadddnak: gr(fg) = gr(f) + gr(g). Igy a szorzatpolinom nem
nulla, vagyis polinomok szorzdsara is érvényes a nullosztomentesség.

A polinomokkal is a szokdsos szabdlyok szerint szdmolhatunk. Foglaljuk 6ssze bizonyi-
tas nélkiil ezeket a — remélhet6leg mar ismerds — szabdlyokat.

2.1.4. Allitas. Legyenek f, g, h tetszéleges polinomok.

() (f+g)+h=f+ (g+ h) (az 6sszeadds asszociativ).

(2) f+ g =g+ f (az 6sszeadds kommutativ).

3) f+0=0+ f = f (azaz létezik nullelem).

(4) Minden f-nek van ellentettje, azaz olyan g, melyre f + g =g+ f = 0. (llyen g
lesz az a polinom, melynek egytitthatoi az f egyiitthatoinak ellentettjei.)

(5) (fg)h = f(gh) (aszorzds asszociativ).

(6) fg = gf (aszorzds kommutativ).

(7 f-1=1-f = f (azaz Iétezik egységelem).

) (f + g)h = fh + gh (disztributivitas).

A (3) allitasban szerepld O a nullapolinomot jeloli (€s nem a 0 szdmot). Hasonlokép-
pen a (7) allitasban szerepld 1 jel polinom, és nem szdm: az a polinom, amelynek minden
egyiitthat6ja nulla, kivéve a konstans tagot, ami 1. Altaldban tetszSleges ¢ szdmot poli-
nomnak is tekinthetiink. Ezek a konstans polinomok, azaz a nulladfokd polinomok és a
nullapolinom. A konstans polinomokat ugyanugy kell dsszeadni €s szorozni, mint a meg-
felel6 szdmokat.

Mivel minden polinomnak létezik ellentettje, a kivonds is korlatlanul elvégezhetd (mint
az ellentett hozzdaddsa). Kordbban lattuk, hogy az osztast (a maradékokkal valé szdmolas-
ndl is, a komplex szdmoknadl is) a reciprokképzésre, vagyis az inverz elemmel val6 szorzdsra
vezethetjiik vissza. Igy van ez a polinomoknil is, de csak nagyon kevés polinomnak van
reciproka.

2.1.5. Allitas. Az f polinomnak akkor €és csak akkor van inverze (reciproka) a polinomok
kozétt, ha f nem nulla konstans polinom.
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Bizonyitds. Ha ¢ # 0 konstans polinom, akkor inverze az 1/c konstans polinom (és igy
minden polinom eloszthaté vele: az egyiitthatdit kell c-vel elosztani). Tegyiik most fel,
hogy az f polinomnak van inverze. Ez azt jelenti, hogy létezik olyan g polinom, hogy
fg = 1. Igy egyik tényezd sem nulla, vagyis képezhetjiik a szereplé polinomok fokit.
Mivel szorzéasndl a fokok dsszeadédnak, azt kapjuk, hogy

gr(f) + gr(g) = gr(fg) = gr(1) =0.
Ezért f és g foka is nulla kell, hogy legyen, vagyis f csak konstans polinom lehet. UJ

Mielétt tovabblépnénk, bevezetiink egy jelolést, amit sokszor haszndlunk majd a ké-
s6bbiekben. Egy soktagi 0sszeg jelolésére eddig a ... szimbdlumot hasznéltuk, példaul
ay +az + - - - + a, jelentette azt, hogy az a; szamokat 6ssze kell adni, mikézben az i index
1-t6l n-ig fut. Ezzel a jeloléssel azonban tobb probléma is lehet. Ha az a; egy bonyolult
kifejezés, akkor esetleg kényelmetlen, vagy attekinthetetlen leirni tobb tagot is (ahogy az
imént harom konkrét tagot is leirtunk: aj-et, as-t és a,-et). Esetleg nem is konnyi kitalalni,
mire gondolhat az, aki mondjuk az a; + a3 + - - - 4+ a, Osszeget irta le. Vajon itt a paratlan
index( a; szamokat kell 6sszeadni? E problémadk 4thidaldsira a kdvetkezd jelolés szolgal.

2.1.6. Definicio. A
n
>4
j=1

ugynevezett szumma jelolés azt jelenti, hogy a j valtozd 1-t6l n-ig fut, €s minden értékére
Ossze kell adni a szumma jel jobboldaldn all6 a; kifejezést. A

n
[Ta
j=1

produktum jelélés a szumma jel6l€stdl abban kiilonbozik, hogy itt az a ; kifejezéseket dssze
kell szorozni.

Vagyis a fenti definicidéban az a| + a + - - - + a, Osszeg, illetve az aya; . . . a, szorzat
tomor jelolése szerepel. Sokszor eldfordul, hogy a szummazas nem i = 1-t6l n-ig, hanem
i = m-t6l n-ig megy. S6t, azt is megtehetjiik, hogy a szumma jel ald egy feltételt irunk, és
akkor a szummazast azokra az indexekre kell végrehajtani, amelyekre ez a feltétel teljesiil.

Példaul
2
2, P
p < 1000, p prim

az 1000-nél kisebb primszdmok négyzetdsszege. Az uj jeloléssel a szorzatpolinomnak a
(2.1.1) képletben szerepld altaldnos egyiitthatdjat tobbféleképpen is felirhatjuk:

k
Cp = Zaibk_,' = Z Clibj
i=0

i+j=k
(a mdsodik szummadban hallgatélagosan azt feltételeztiik, hogy i és j nemnegativ egészek).
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Ebben a szakaszban megismerkedtiink az egyhatdrozatland polinomok fogalmaval, és
néhdny alapvetd tulajdonsdgukkal. Sokszor el6fordul, hogy tobb ismeretleniink is van (és
esetleg tobb egyenlet). Célszer( lenne tehat polinomnak tekinteni mondjuk az

x2y2—6xy4+ﬂx—ix2+y+2

kifejezést is. Az eddigiekhez hasonlé mddon definidlhatnank a tobbhatdrozatlanii poli-
nomok fogalmat, és levezethetnénk a miiveleti szabdlyokat. Azonban a képleteink egyre
bonyolultabbak lennének, és kiilonben sem hasznos dolog sokszor végigcsindlni 1ényegé-
ben ugyanazt. Ezért mds utat fogunk keresni.

Ezt az 4j utat a kovetkez$ probléma megoldésa jeloli ki: nullosztémentes-e a szorzds a
tobbhatarozatlani polinomok koz6tt? Elvileg eldfordulhatna, hogy amikor a szorzést el-
végezziik, akkor a zardjel felbontdsa utan keletkezd Osszes tag kipotyog. Lattuk, hogy az
egyhatdrozatlant polinomok kozott ez nem torténhet meg, az oka az volt, hogy ha a poli-
nomok legmagasabb foku tagjai a,x" és b,,x™, akkor csak egyetlen x""7""-es tag keletkezik
a szorzasndl, és ezért az biztosan nem fog kiesni.

Tobbhatarozatlant polinomnél azonban vigyaznunk kell: a fenti polinomban x2y?-et
vagy xy*-t tekintsiik-e magasabb foki tagnak? Ugy érdemes eljarni, hogy kijeldljiik az
egyik hatdrozatlant, mondjuk az x-et, és a polinomot az x hatvinyai szerint rendezziik:

2 = i)x?+ (=6y* + m)x + (y +2).

Az egyiitthatok most mir nem szdmok, hanem y polinomjai, de ez nem gond, hiszen szd-
molni azokkal is tudunk! Beszélhetiink féegyiitthat6rdl is, ez most y> —i. A nullosztémen-
tességhez az kell, hogy a két 6sszeszorzott polinom féegyiitthatéjanak szorzata ne legyen
nulla, és ez igaz, mert y polinomjairdl mar beldttuk a nullosztomentességet.

A tobbhatédrozatland polinomok vizsgélatdhoz tehat arra van sziikség, hogy a polino-
mokat dltaldnosan vezessiik be: az egyiitthatokrol ne tegyiik fel, hogy szamok, hanem csak
azt, hogy a szokdsos szabdlyok szerint lehet veliik szamolni. Ez mas teriileten is kamatozna,
példaul szdmelméleti feladatokndl, mert itt néha olyan egyenleteket kell megoldani, ahol az
egyiitthatékkal modulo m kell szdmolni. Az is elképzelhetd, hogy egy-egy alkalmazdsban
csak az egész, vagy csak a raciondlis egyiitthatdji polinomokat célszerli megengedniink.
E problémdk megoldasa érdekében a most kdvetkezd két szakaszban (2.2 és 2.3) egy kité-
ot tesziink.

Az olvasé bdtran megteheti, hogy ezt a kitérdt egyeldre dtugorja, és a polinomokat tovabbra
is Ugy tekinti, hogy az egyiitthat6ik szdmok. Ha igy tesz, akkor ezzel a szemlélettel megért-
heti a 2.4. Szakaszban leirtak 1ényegét, de ha a tobbhatdrozatland polinom fenti, szemléletes
»definici¢jat” elfogadja, akkor a polinomokrdl sz616 tovabbi anyag nagy részét is. Ezzel a ru-
tinnal felvértezve a kovetkez6 két szakaszhoz vald visszatérés sem okozhat mar gondot. Ekkor
azonban tegye meg, hogy még egyszer végigszalad a polinomokrol sz6l6 anyagrészeken, és
meggy6zddik arrdl, hogy az ott {rottak tetszéleges (tehat nem feltétleniil szdm-egyiitthatds)
polinomokra is ugyanigy érvényesek.
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Gyakorlatok, feladatok

2.1.3. Gyakorlat. Végezziik el az alabbi miiveleteket a komplex egyiitthatés polinomok
korében, és dllapitsuk meg az eredmény fokat.

a) (3 +3x2+2) — (3 +3x — 4).

b) (x% +ix +3)(x* +i).

2.1.4. Gyakorlat. Mivel egyenld az (a; + by) ... (a, + by) szorzat? (El6szor n = 3-ra
fejtsiik ki.) Mi torténik, ha sok tényez6t szorzunk Ossze, amelyek mindegyike soktagu
Osszeg?

2.1.5. Gyakorlat. Igazoljuk a

i=1 j=I j=1i=1

azonossagot.

2.2. A szokasos szamolasi szabalyok

Az el6z6 szakaszban megéllapitottuk, hogy a polinomokat tigy lenne érdemes bevezetni,
hogy az egyiitthat6ikrél semmi mast nem tesziink f6l, mint hogy azokkal a szokdsos sza-
balyok szerint szdmolni lehet. Ezeket a ,,szokdsos” szabdlyokat mar harom izben megfo-
galmaztuk: az 1.1.2, 1.3.2 és 2.1.4. Allitdsokban. Kézenfekvé tehat most mar dltaldban
megfogalmazni 6ket, hogy ne kelljen még 6todszor, hatodszor, hetedszer leirni ugyanazt,
hanem egy széval hivatkozhassunk rdjuk. Ez a szakasz az uj elnevezések bevezetését, fel-
sorolasat tartalmazza.

Adott tehdt egy R halmaz, amin miiveleteket (0sszeaddst, szorzast) értelmeziink vala-
milyen médon. Egy kétvaltozds * miivelet tehdt semmi egyebet nem jelent, mint hogy R
barmely két a és b elemét ,,0ssze tudjuk miiveletezni” (Osszeadni, Osszeszorozni), €s az
a *x b eredmény szintén az R halmaznak egy eleme lesz. Vagyis egy kétvaltozds mivelet
egy tetszOleges kétvaltozds fiiggvény az R halmazon, amely szintén az R halmazba képez.

Nagyon vigydzzunk arra, amikor egy miiveletet megadunk, hogy azt tényleg minden
elempdrra, egyértelmiien definidljuk. Ezt mindig els6nek érdemes ellendrizni. Példaul a
kivonds nem miivelet a pozitiv szdmok halmazan, hiszen a 3 — 5 eredménye nincs benne
ebben a halmazban. Viszont miivelet lesz az egész szamok halmazén, hiszen barmely két
egész szam kiilonbsége is egész szdm

Most attekintjiik a miveletek mar ismerds tulajdonsagait.

2.2.1. Definicid. Legyen * kétvaltozos miivelet az R halmazon. Azt mondjuk, hogy ez

(1) asszociativ, ha tetsz6leges x, y,z € R esetén (x * y) % 72 = x % (¥ % 2);
(2) kommutativ, ha tetsz6leges x, y € Resetén x x y = y * X.



48 2. Polinomok

Az asszociativitds azt jelenti, hogy a haromtényezss szorzatokat zardjelek nélkiil irhat-
juk fel (de a sorrendre iigyelniink kell). Ebb6l mér (nem konnyen, de) be lehet bizonyitani,
hogy a tobb tényezds szorzatok felirdsakor sem kell zardjeleket haszndlni. Az olvasé eset-
leg meg is probélkozhat a bizonyitdssal.

2.2.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha *x asszociativ miivelet, akkor az a| x a * - - - * ay,
szorzatot akarhogyan is zardjelezziik, az eredmény mindig ugyanaz lesz.

Asszociativ miiveletre az egyik legfontosabb, eddig még nem szerepelt példa az, amikor
figgvényeket helyettesitiink egymdsba. Legyen X tetsz6leges halmaz, és R az 6sszes X -et
X-be képzd (egyviltozods) fliggvények halmaza. Ha f, g € R, akkor f o g azt a fliggvényt
jeloli, amikor f-be g-t helyettesitiink, vagyis eldszor g-t, majd f-et alkalmazzuk. Képlettel
kifejezve

(fog)(x) = f(g(x))
tetszOleges x € X esetén. Az f o g neve az f és g kompozicidja. Az analizisben néha
ehelyett dsszetett fiiggvény képzésérdl beszélnek.
Ez a mivelet dltaldban nem kommutativ. Nem mindegy, hogy a csirkét el6bb megko-
pasztjuk, és azutdn megsiitjiik, vagy el6bb megsiitjiik, és azutdn megkopasztjuk. A kompo-
zici6 miivelete azonban mindig asszociativ.

2.2.2. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy a kompozicié miivelete asszociativ. Adjunk példat
két geometriai transzformdcidra, ami azt mutatja, hogy a kompozicié nem kommutativ.

A kommutativitds azt jelenti, hogy a soktényezds szorzatok esetében is mindegy a ténye-
z08k sorrendje.

2.2.3. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha * asszociativ és kommutativ miivelet, akkor az
ap *x ap * - - - * a, szorzat tényezd4it barmilyen sorrendben is irjuk fel, az eredmény mindig
ugyanaz lesz.

Az Osszeadas ,,szokdsos tulajdonsdgai” kozott mindig felsoroltuk azt, hogy van egy
»hulla” nevli elem, amihez barmely x szdmot hozzdadva ezt az x szdmot kapjuk ered-
ményliil. A szorzdsndl ugyanezt a tulajdonsiagot emlegettiik, csak ott egységelemrdl beszél-
tiink nullelem helyett. Altaldnos miivelet esetén (ami lehet 6sszeadds, szorzds, vagy egész
mas is), célszerl egy dj nevet bevezetni, amit mindig haszndlhatunk.

2.2.2. Definicié. Legyen * kétvaltoz6s miivelet az R halmazon. Azt mondjuk, hogy az
e € R neutrdlis (=semleges) elem, ha tetszbleges x € Reseténexx = x xe = x. Haa
miivelet jele +, akkor altalaban nullelemrél beszéliink, €s a O jelet hasznaljuk. Ha viszont
a mivelet szorzas (amit a leggyakrabban egyszertien egymas mellé irassal jeliiliink), akkor
a neutrélis elemet egységelemnek hivjuk, és 1-gyel jeloljiik.

2.2.4. Gyakorlat. Melyik fiiggvény lesz a kompoziciéra nézve neutrélis elem?
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Nemkommutativ miivelet esetében szokds bal oldali neutrdlis elemrél is beszélni, ha csak
azt koveteljiilk meg, hogy e« x = x teljesiiljon minden x-re. Hasonléan e jobb oldali neutrdlis
elem, ha minden x-re x x e = x. Ebben a konyvben vizsgalunk ugyan fontos nemkommutativ
miiveleteket, de az egyoldali neutrdlis elem csak ritkdn fog szerepet jatszani.

2.2.5. Feladat. Mutassuk meg, hogy tetsz6leges miiveletre nézve legfeljebb egy neutralis
elem lehet.

Tobb konkrét példan is lattuk mar, hogy a kivondst az ellentett hozzdaddsaként, az osztéast
pedig a reciprokkal val6 szorzasként definidlhatjuk. Ezért most, amikor ezeket a fogalma-
kat altaldban vezetjiik be, els6nek az ellentett, illetve a reciprok képzésével kell foglalkoz-
nunk. Ez a két név valdjdban ugyanazt a fogalmat takarja (csak a miivelet mas).

2.2.3. Definicié. Legyen e neutralis elem a * miiveletre nézve. Ha u x v = e, akkor azt
mondjuk, hogy u balinverze v-nek, v pedig jobbinverze u-nak. Ha v % u = e is teljesiil,
akkor azt mondjuk, hogy u és v egymads inverzei. Ha egy elemnek van kétoldali inverze,
akkor invertdlhatonak nevezziik. Ha a miivelet a 4, akkor inverz helyett ellentettrol beszé-
liink. Ilyenkor a v = —u jelolést alkalmazzuk. Ha a miivelet jele a szorzas (vagy egymas
mellé iréas), akkor u inverzét u~!-gyel jeloljiik.

2.2.6. Feladat. Legyen * asszociativ, de nem feltétleniil kommutativ miivelet, melynek van
neutrélis eleme.

(1) Mutassuk meg, hogy ha egy u elemnek van balinverze is €s jobbinverze is, akkor
ez a kettd egyenld (és igy u invertdlhatd). Specidlisan ha egy elemnek van kétoldali
inverze, akkor ez az egyetlen balinverze és az egyetlen jobbinverze, vagyis az inverz
egyértelmil.

(2) Ha az u és v elemek is invertalhatok, akkor mi lesz az u * v inverze?

Az Osszeaddsra vonatkoz6 ,,szokdsos szamoldsi szabalyokat” ugy foglaltuk dssze, hogy
a most definidlt tulajdonsdgokbdl tobbet is felhaszndltunk. Erdemes kiilon nevet is adni a
tulajdonsdgok ilyen csoportjainak.

2.2.4. Definicié. Ha egy nem iires halmazon értelmezett egy asszociativ miivelet, akkor
félcsoportrol beszéliink.

Ha egy félcsoportban minden elemmel lehet osztani, akkor azt csoportnak nevezziik. Eh-
hez persze elegendd, ha minden elemnek van inverze.

2.2.5. Definicié. Egy G nem iires halmaz csoport, ha értelmezett rajta egy * mivelet a
kovetkezd tulajdonsagokkal.

(1) A * mivelet asszociativ.
(2) Van neutralis eleme.
(3) G minden elemének van inverze.
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Mint lattuk, a neutrdlis elem egyértelmd, és az inverz 1étezése természetesen erre a ne-
utrdlis elemre vonatkozik. Az inverzképzést szokdsosabb kiilon (egyvéltozos) miiveletként
bevezetni. Ennek el6nyérdl szolunk majd a 8.4. Szakaszban. Most az a fontos szdmunkra,
hogy a fent megfogalmazott definici6 a lehetd legegyszeriibb legyen. Ha inverzrdl esik sz6,
akkor ebbe ezentul automatikusan beleértjiik, hogy 1étezik a megfelel neutralis elem is.

A csoport definicidjdban tehat nem tessziik fol, hogy a miivelet kommutativ. Ha mégis
az, akkor az ilyen csoportot kommutativ csoportnak, vagy Abel-csoportnak nevezziik. Na-
gyon gyakori, hogy Abel-csoportok esetében a miiveletet + jeldli. Ilyenkor tehat v ellen-
tettje —v, €s definidlhatjuk a kivondst az u — v = u + (—v) képlettel.

Ha a csoport nem kommutativ, akkor viszont inkdbb egymas mellé irassal jeldljiik a
miiveletet. Ilyenkor osztdsrdl nem lesz sz6, mert u €s v hdnyadoséat kétféleképpen is defi-
nidlhatndnk: v~'u-nak is és uv~'-nek is. (Néha beszélnek ennek megfelelGen balosztasrél
és jobbosztisrol.)

A bal- és jobboldali osztds kozotti elvi kiilonbséget érdekesen illusztrdlja az osztds alta-
lénos iskoldban tanitott kétféle fogalma. Ha egy étteremben 10 asztal van, és mindegyiknél
négy vendég iil, akkor az étteremben 4 - 10 = 40 vendég van. Természetesen 4 - 10 = 10 - 4,
hiszen a szorzas az egész szamok kozott kommutativ. De e két szorzatnak mégis més a jelen-
tése, ha megallapodunk, hogy az els6 tényez6 mindig a csoportok 1étszamat, a masodik pedig
a csoportok szdmat jelenti. Ha a kérdés az (40 vendég esetén), hogy ,,ha minden asztalnal
négyen iilnek, hany asztal van”, akkor ezt a feladatot bennfoglaldsnak nevezik. Ha viszont
az a kérdés, hogy ,.ha tiz asztal van, hdnyan lilnek egy asztalnal”, akkor részekre osztdsnak.
Az els6 esetben balosztasrdl van szé (4-gyel), a masodikban jobbosztasrél (10-zel). Persze
a kommutativitds miatt ugyanannak a két szdmnak a bal- és a jobboldali hdnyadosa ugyanaz
lesz, tehdt szdmolnunk ugyanigy kell, de a szdmolds értelme mds a két esetben. Nemkommu-
tativ miveletnél az eredmény is lehet mas.

Most roviden Osszefoglaljuk, hogy az eddig megismert konkrét miiveletek milyen tu-
lajdonsaguak, de mar az ujonnan sziiletett nyelviinkon. Azt javasoljuk, hogy az olvasé
ellendrizze az aldbbi allitdsokat.

2.2.6. Allitas. Kommutativ csoportot alkotnak:

(1) A komplex szdamok az 6sszeaddsra: C™.

(2) A nem nulla komplex szdmok a szorzdsra: C*.

(3) A val6s szdmok az dsszeaddsra: R™.

(4) A nem nulla valés szamok a szorzdsra: R*.

(5) A raciondlis szimok az Osszeaddsra: Q.

(6) A nem nulla raciondlis szamok a szorzasra: Q™.

(7) Az egész szamok az Osszeaddsra: 7.

(8) A komplex egyiitthatés polinomok az dsszeaddsra: C[x] ™.

9) A{0,1,...,m — 1} halmaz a modulo m Osszeadasra: Z,j;.
(10) Az {1,2, 3,4} halmaz a modulo 5 szorzdsra: Z? (ezt a jelolést majd kés6bb ma-

gyardzzuk meg).
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A felsorolt csoportok kozott persze 0sszefiiggés van. Ha tudjuk, hogy hogyan kell 6ssze-
adni a komplex szdmokat, akkor ebb6l megkaphatjuk, hogy hogyan kell 6sszeadni a valdsa-
kat, a raciondlisakat, az egészeket, hiszen ezek mind részhalmazai a komplex szamoknak.

2.2.7. Definicié. Legyen G egy csoport. Ha H részhalmaza G-nek, amely maga is csoport a
G-beli miveletre nézve, akkor azt mondjuk, hogy H részcsoportia G-nek. Ezt ugy jeldljiik,
hogy H < G.

Példaul ZT < QT < Rt < Ctés Q™ < R* < C*. Ugyanakkor Q™ nem részcsoportja
C*-nak, mert mas a miivelet. Ugyantigy Z;F nem részcsoportja Z-nak, mert itt is mds a
miivelet: 244 = 6, de 2+54 = 1. (Erre kiilonosen kell figyelniink akkor, ha az egyszer(ibb
jelolés kedvéért 4-5 helyett 4--t {frunk).

Altaldban hogyan lehet ellendrizni, hogy egy részhalmaz részcsoport-e? A legelsd kér-
dés, hogy egydltalan el tudjuk-e végezni a miiveletet a H halmazon beliil. Ha példaul
G = R™, és H a —10 és 10 kozotti szamokbdl 4ll, akkor ebben a H halmazban nem is
tudjuk elvégezni az 6sszeaddst, az kivezet beldle: példaul 8,9 € H,de 849 ¢ H. Els6ként
tehat azt kell ellendrizniink, hogy a H részhalmaz zdrt-e G miiveletére.

Az asszociativitdst nem kell megvizsgalnunk, az automatikusan 6roklédik, hiszen a bo-
vebb G halmazon mar tudjuk, hogy teljesiil. A kovetkezd kérdés, hogy van-e H-nak
neutrélis eleme, és hogy elvégezhet6-e benne az inverzképzés. Be lehet latni, hogy egy
részcsoport neutrdlis eleme ugyanaz kell, hogy legyen, mint az eredeti csoporté, és igy az
inverzet is ugyanugy kell kiszamitani. Az aldbbi éllitasban 0sszefoglaljuk, hogyan célszeri
ellendrizni, hogy egy részhalmaz részcsoport-e.

2.2.7. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha G csoport egy * miveletre, akkor egy H C G
részhalmaz akkor €s csak akkor részcsoport, ha

(1) H zart a x miveletre, azaz hy, hp € H esetén h| « h, € H,;
(2) H tartalmazza G neutralis elemét;
(3) H zart a G-beli inverzképzésre, azaz ha h € H, akkor h~'eH.

Igazoljuk azt is, hogy tetszdleges H részcsoport neutrdlis eleme ugyanaz, mint G neutrélis
eleme.

Kovetkezd célunk a ,,tobbszoros”, illetve ,,hatvany” fogalmédnak 4ltaldnositdsa. Mindkét
esetben arrdl van sz6, hogy egy miiveletet (a tobbszords esetében az 0sszeadast, hatvanyo-
z4s esetében a szorzdst) sokszor végziink el.

2.2.8. Definicié. Legyen * asszociativ miivelet az R halmazon, és a € R. Ekkor tetszGleges
n pozitiv egészre legyen

a"=axax...xa (ntényezs).

Ha x-ra nézve van egy e neutrilis elem, akkor legyen a°

inverze b, akkor legyen

= e. Végiil ha a invertdlhato, és

at=>p".
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Ezek az a elem egész kitevdjl hatvdnyai. Ha a miiveletet + jeloli, akkor hatvany helyett
tobbszorosrdl beszéliink, €s az na frasmodot alkalmazzuk.

Most attekintjiik a hatvdnyozas ismert azonossagait.

2.2.8. Gyakorlat. Legyenek a €s b invertdlhat6 elemek egy asszociativ, egymds mellé irds-
sal jelolt miveletre nézve, és m, n egész szamok. Mutassuk meg a kovetkezdket.

(1) a=" az a" inverze.

(2) a™a" = a™ ",

(3) (@) = a™.

(4) Ha a és b felcserélhetd, azaz ab = ba, akkor (ab)" = a"b".

A ,,sz0kdsos” szdmolasi szabalyokban egyszerre szerepelt 6sszeadds és szorzds is, ezeket
a disztributivitds kapcsolta 6ssze. Az ilyen struktirat gydriinek nevezziik.

2.2.9. Definicié. Az R gyiirii, ha az R halmazon értelmezett egy Osszeadasnak nevezett +
jeld mivelet is, és egy szorzdsnak nevezett, dltaliban egymds mellé irdssal jelolt mivelet
is, a kovetkezd tulajdonsdgokkal.

(1) R az osszeadésra nézve Abel-csoport.
(2) R aszorzasra nézve félcsoport (azaz a szorzds asszociativ).
(3) Ervényes a disztributivitds: tetszbleges x, y, z € R esetén

(X+Y)Z:x2+yz éS Z(x+y):zx+zy

7 2

A gytribeli szorzast nem definidltuk kommutativnak (ezért kellett két disztributiv azo-
nossagot is felirni), és azt sem tettiik fel, hogy van ra nézve egységelem. Ha a szorzds
kommutativ, akkor kommutativ gyiiriir6l, ha van egységelem, akkor egységelemes gyiirii-
rol beszéliink.

Az 6sszeaddsra kapott csoportot az R additiv csoportjdnak nevezziik, és R T -szal jell-
jik. Egységelemes gy(irliben van értelme annak, hogy egy elem invertdlhat6-e vagy sem.
A 2.2.6. Feladatbdl kapjuk, hogy az R invertdlhaté elemei csoportot alkotnak az R-beli
szorzasra, melynek egységeleme a gytrl egységelemével egyenld. Ez az R multiplikativ
csoportja, jele R*.

Azt a gylr(it, aminek a nulla az egyetlen eleme, nullgyiiriinek nevezziik. Ezt nem tekint-
jik egységelemes gyiirlinek. A tobbi egységelemes gylirii esetében az egységelem kiilon-
bozik a nullelemtdl, és ilyenkor a multiplikativ csoportban nem lehet benne a nulla (mas
széval a nullaval soha nem lehet osztani). Mindez a kovetkezd allitasbol kovetkezik.

s

2.2.9. Feladat. Mutassuk meg, hogy egy gyfiriben a nulldval val6 szorzds mindig nullat ad
eredményiil, és igy egy invertalhaté elem (specidlisan az egységelem) nem lehet nulldval
egyenld. Igazoljuk azt is, hogy tetszdleges r és s elemekre r(—s) = (—r)s = —(rs).

s

Az olyan kommutativ, egységelemes gyfirliket, amelyben minden nem nulla elemmel

sy

lehet osztani, testnek nevezziik. (A nullgy(rd tehit nem test, mert nem is egységelemes.)
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2.2.10. Definicid. Ha egy gyfiri nem nulla elemei csoportot alkotnak a szorzasra, akkor a
gylriit ferdetestnek hivjuk. Ha egy ferdetest kommutativ, akkor testrdl beszéliink.

2.2.11. Allitas. Kommutativ, egységelemes gyiiriit alkotnak:

(1) A komplex szdmok: C.

(2) A valos szamok: R.

(3) A racionalis szamok: Q.

(4) Az egész szamok: 7.

(5) A komplex egyiitthatos polinomok: C[x].

(6) A{0,1,...,m — 1} halmaz a modulo m Osszeadasra és szorzasra: Z,.
A felsoroltak koziil C, R és Q testek is.

Azt, hogy mikor lesz Z,, test, nemsokdra megvizsgaljuk. A fenti példdkban, a csopor-
tokhoz hasonléan, tobbszor el6fordul, hogy az egyik gy(ir(i részhalmaza egy masiknak.

2.2.12. Definici6. Legyen R egy gyiird. Ha S részhalmaza R-nek, amely maga is gy az
R-beli miiveletekre nézve, akkor azt mondjuk, hogy S részgyiirijje R-nek. Ezt ugy jeldljiik,
hogy § < R. Ha R és S testek, akkor résztestrél beszéliink. Ilyenkor azt is mondjuk, hogy
az R test bovitése az S testnek.

Példaul Q < R < Crésztestek, és Z részgyirdje Q-nak. Azt, hogy egy részhalmaz rész-

gytrd illetve résztest-e, szintén a miiveletekre vald zartsag vizsgdlatdval ellendrizhetjiik, a
miiveleti azonossagokkal (asszociativitds, disztributivitds) nem kell foglalkoznunk.

2.2.10. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha R gyfir(i, akkor egy S € R részhalmaz akkor és
csak akkor részgytr(, ha

(1) S zart az R 0sszeaddsdra és szorzasara, azaz ri,rp € Seseténry +rp ésrirp € §;
(2) S tartalmazza R nullelemét;
(3) S zart az R-beli ellentettképzésre, azaz har € S, akkor —r € §.

7 7

Ha R test, akkor az S részgyrii pontosan akkor résztest, ha

(4) S tartalmazza R egységelemét;
(5) S zart az R-beli inverzképzésre, azaz ha 0 # r € §, akkor r-les.

7 7

Tetszbleges S részgylirli nulleleme ugyanaz, mint R nulleleme, és ha R test, akkor tetszd-
leges S résztest egységeleme ugyanaz, mint R egységeleme.

Megjegyezziik, hogy altaldban egy részgylirl egységeleme kiilonbozhet a gyliri egység-
elemétdl (1asd a 2.4.16. Feladatot).

Az eddig vizsgalt konkrét gy(riik tobbségében fontos észrevétel volt, hogy egy szorzat
csak ugy lehet nulla, ha valamelyik tényezgje nulla. Ilyen példaul C 6sszes részgyfirije, de

a Zg gytrd nem ilyen, mert itt a nem nulla 2 és 3 elemek szorzata nulla lesz.

2.2.13. Definicié. Ha egy R gyfiriben uv = 0, de sem u# sem v nem nulla, akkor azt mond-
juk, hogy u baloldali, v pedig jobboldali nulloszto. Az R nullosztomentes, ha nincsen benne
nullosztd, vagyis uv = 0-bdl u = 0 vagy v = 0 kovetkezik.
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Egy u elem tehat akkor baloldali nulloszt6, ha nem nulla, és van olyan v nem nulla elem,
amelyre uv = 0 teljesiil.

2.2.11. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy ha egy R gy{ir{ egy u eleme nem baloldali null-

osztd, akkor szabad vele balrél egyszertisiteni, azaz tetsz6leges r, s € R esetén ur = us-bol
r = s kovetkezik. Igaz-e az 4llitds megforditisa?

Ezzel elérkeztiink ahhoz a ponthoz, hogy beldthatjuk els6 absztrakt algebrai tételiinket.
2.2.14. Tétel. Minden ferdetest nullosztémentes.

Bizonyitds. Most is, a késébbiekben is, gyakran fogunk olyan bizonyitdsokkal taldlkozni,
ahol az ,,apromunkat” mar kordbban elvégeztiik, és csak ellendrizni kell egy korabbi bi-
zonyitdsrol, hogy az ott szereplé gondolatok valéjaban az altalanosabb allitast is kiadjak.
Lapozzuk fel annak bizonyitasat, hogy a komplex szdmok kozott érvényes a nullosztémen-
tesség (1.3.4. Kovetkezmény). Vegyiik észre, hogy az ottani gondolatmenet sz6 szerint
elmondhaté a mostani koriilmények kozott is, még azt sem hasznaltuk fel, hogy a szor-
z4s kommutativ lenne (amit most nem is tettiink fel). Csak a ,reciprok” sz6 helyett kell
inverz’-et irnunk. O

Pl

2.2.12. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy ha az R egységelemes gyird r elemének van bal-
inverze, akkor az r nem baloldali nulloszto.

2.2.15. Allitas. A Z,, gyiird akkor és csak akkor nullosztémentes, ham primsz4m, és ebben
az esetben test is.

Bizonyitds. Ha m Osszetett szam, azaz m = ab, ahol 1 < a,b < m, akkor a %, b = 0,
vagyis nullosztékat taldltunk. Ha viszont m primszam, és u *,, v = 0, ahol 0 < u, v < m,
akkor m | uv, és igy m primtulajdonsaga miatt m | u vagy m | v. Az elsé esetben az u,
a masodik esetben a v lesz nulla. Tehét Z,, nullosztomentes. Az, hogy Z,, test, ha m
primszam, az aldbbi feladat megoldasabol kovetkezik. 0

2.2.13. Feladat. Mutassuk meg, hogy a Z,, gyrd egy u eleme akkor és csak akkor inver-
talhato, ha u és m relativ primek.

Ennek alapjan mér megérthetjiik, hogy a ZZ csoport, azaz Zs multiplikativ csoportja
miért az 1, 2, 3, 4 elemekbdl all.

A magyar nyelvii szakirodalomban 4altalaban integritdsi tartomdnynak hivjak a nullosz-
tomentes és kommutativ gytirtiket. A most kovetkezd, polinomokkal kapcsolatos vizs-
galatokban elsGsorban ilyen gytriikkel fogunk foglalkozni, amelyek azonban rendszerint
egységelemesek is. Erre nincs bevett magyar terminoldgia. A rovidség kedvéért szokdsos

gylirlinek nevezziik 6ket.

2.2.16. Definicié. Azt mondjuk, hogy R szokdsos gyiirii, ha kommutativ, egységelemes és
nullosztémentes.
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Az utols6 fogalom, amit precizen definidlni szeretnénk, a miivelettartds. Erre is sok pél-
dat lattunk, ilyen volt a komplex konjugdlds, a modulo m maradék képzése, vagy az egy-
séggyokoknél hasznélt k — e, megfeleltetés. Mindezekben az a kozos, hogy két halmazon
egy-egy mivelet van adva, tovabb4d a két halmaz kozott egy leképezés. A mivelettartds azt
fejezi ki, hogy mindegy az, hogy elszor a miiveletet végezziik el, és azutdn alkalmazzuk a
leképezést, vagy forditva.

2.2.17. Definicié. Legyen ¢ : A — B egy leképezés, tovabba x az A halmazon, o pedig a
B halmazon értelmezett kétvaltozds mivelet. Azt mondjuk, hogy ¢ (ezekre a miiveletekre
nézve) miivelettarto, ha tetsz6leges x, y € A esetén

px *xy) =@x)op(y).

A mivelettartds sordn fontos mindig odafigyelniink arra, hogy hogy egy adott ¢ leké-
pezés mely miveleteket tartja. Pé€ldaul legyen R és S két gy(iri. A ketté kozott halado

¢ : R — § leképezést akkor szokds mivelettartonak vagy gyiirithomomorfizmusnak ne-
vezni, ha az 0sszeaddast és a szorzdst is tartja, vagyis ha

p(r+s) =) +e(s) € @rs) =e)e(s).

Sz6 sincs tehat olyasféle ,,vegyes” mivelettartdsrol, hogy ¢(rs) = ¢(r) + ¢(s).

A miivelettartds (illetve a 1ényegében ugyanezt kifejez6 homomorfizmus) az algebra ta-
lan legfontosabb fogalma. Ennek az &ltaldnos fogalomnak azonban most, a polinomok
targyaldsakor még nem lesz akkora jelent6sége, mint a gy(irliknek és a testeknek. Ezért
az olvasoét arra biztatjuk, hogy a mivelettartas fenti definicidjat vesse Ossze a kordbban
szerepelt konkrét példakkal, de ezzel a fogalommal most csak néhany feladat erejéig fog-

lalkozunk.
Gyakorlatok, feladatok

2.2.14. Gyakorlat. Az S halmazon tekintsiik az x * y = x képlettel definidlt * miveletet.
Mutassuk meg, hogy félcsoportot kaptunk, és hatdrozzuk meg a baloldali illetve a jobbol-
dali neutrélis elemeket.

2.2.15. Gyakorlat. Az alabbi struktirdk gylriik-e? Ha igen, kommutativak-e, egységele-

mesek-e, nullosztomentesek-e, testek-e? A kommutativ gytirikben hatdrozzuk meg az in-
vertalhat6 elemeket.

(1) {a+bi : a,b € Q} a szokasos Osszeadasra €s szorzasra nézve.

2) G = {a+ bi : a,beZ} a szokasos Osszeadasra és szorzasra nézve (ezek az
ugynevezett Gauss-egészek).

3) {a+ b2 :a,b e Q} a szokasos Osszeadasra és szorzasra nézve.

@) {a+b \3/5 : a,b € Q) a szokdsos 0sszeadasra és szorzasra nézve.

(5) Tetszbleges Abel-csoport, a szorzast igy definidljuk, hogy minden szorzat nulla.
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(6) Egy X halmaz 0sszes részhalmaza, ahol az Osszeadds a szimmetrikus differencia
képzése, a szorzas pedig a metszetképzés. (Két halmaz szimmetrikus differencidja
azokbdl az elemekbdl all, amelyek a két halmaz koziil pontosan egyben vannak
benne.)

2.2.16. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy a Ze gyliriben R = {0, 2, 4} részgyfiriit alkot.
Egységelemes gytirl-e, illetve test-e az R gylri?

2.2.17. Gyakorlat. Bizonyitsuk be tetszleges a, b valos szamokra az alabbi, ugynevezett
binomidlis tételt:
n

(a+b)" = Z (?)a”‘jbj =

j=0

=a" + (T)an_lb + (Z)a”_zbz 4+t ( " 1)ab"_l +b".
n —_—

Az 4llitasban szerepl$ binomidlis egyiitthatokat a C.0.12. Tételben definidltuk. Mutassuk
meg, hogy az allitds érvényben marad akkor is, ha az a és b egy tetsz6leges R kommutativ
gylri elemei. Hogyan kell ekkor érteni a binomidlis egyiitthat6kkal valé szorzést?

2.2.18. Feladat. Jelolje Z[~/2] az a + b~/2 alakii szdmok gyfirtijét a C-beli dsszeaddsra és
szorzasra, ahol a, b € Z. Igazoljuk, hogy ebben végtelen sok invertdlhaté elem van.

2.2.19. Feladat. Ha R kommutativ, egységelemes gyfr(, akkor tekintsiik az a 4+ bi alakd
formadlis kifejezéseket, ahol a, b € R (ezeket nevezhetnénk R feletti komplex szamoknak).
A miveleteket ugyantigy végezziik, mint a kozonséges komplex szamok esetén. Testet
kapunk-e, ha R = Zj illetve ha R = Z5?

2.2.20. Gyakorlat. Dontsiik el az aldbbi ¢ : Ry — Rj leképezésekrdl, hogy tartjdk-e a
megadott miiveleteket.

(1) Ry =R*, Ry =R*, p(x) = 2%

(2) Ry =R*", Ry =C*, ¢(x) = cosx + i sinx.
(3) Ri = Zyy, Ro = Zyy, p(x) = 60 %100 x.
(4) Ry = Zyy Ro = Zy, 9(x) = 60x.

2.2.21. Feladat. Legyen ¢ : G| — G, mivelettart6 leképezés két csoport kozott. Mutas-
suk meg, hogy ¢ az egységelemet az egységelembe viszi, €s inverz képe a kép inverze lesz
(azaz ¢ az inverzképzés miiveletét is tartja).

2.2.22. Feladat. Igazoljuk, hogy az {a + bi | a,b € Q} és {a + b2 | a,b € Q) testek
kozott nincs kolesondsen egyértelmi, mivelettartd (azaz 0sszeg- és szorzattartd) leképezés.
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2.2.23. Gyakorlat. Legyen G egy kommutativ csoport, amelyben a miiveletet + jeloli, és

ai, ..., a, € G. Igazoljuk, hogy 1 < k < n esetén
k n n
Yat Y =Y
j=1 j=k+1 j=1

Igaznak érezziik ezt akkor is, ha k = n — 1? Es ha k = n? Hény tagja van ebben az esetben
a baloldalon szerepl6 0sszegeknek? Hogyan érdemes értelmezniink az egytagu 0sszeget?
Es a nulla tagu iires osszeget? Hogyan érdemes definidlni az iires szorzatot?

2.3. A polinomok alaptulajdonsagai

Ebben a szakaszban a polinomokra vonatkozé alapvetdé fogalmakat ismételjiik at, de
most mdr olyan altaldnossdgban, ahogy azt a kés6bbiek megkivanjdk. Ezutdn az érdekl6dd
olvasok szamara vazoljuk, hogy hogyan lehet a polinomok fogalmaét precizen bevezetni.

2.3.1. Definicid. Legyen R egységelemes, kommutativ gy(rti. Ekkor R[x] jeloli az R-beli
egyiitthatés, x hatdrozatland polinomok, vagyis az

ap + a1x + arx + - - + apx"

alaku formadlis kifejezések halmazat, ahol a; € R. Ezeket R folotti polinomoknak is mond-
juk. Polinomok egyenl&ségét, fokat, 6sszegét és szorzatdt ugyandgy definidljuk, ahogy a
2.1. Szakaszban tettiik.

2.3.2. Tétel. Ha R egységelemes, kommutativ gytirt, akkor R[x] is az, amely tartalmazza
az R gyitirit, mint konstans polinomokat. Polinomok 0sszegének foka legteljebb annyi
lehet, mint a tagok fokainak maximuma. Ha R nullosztomentes, akkor nem nulla polino-
mok szorzatanak foka a fokok 6sszege lesz. Ilyenkor R[x] is nullosztémentes, és az R[x]

(szorzasra) invertdlhato elemei azok a konstans polinomok, amelyek R-ben invertalhatoak.

Bizonyitds. A miiveleti azonossdgokat (asszociativitdst, kommutativitdst) nem szamoljuk
ki (kivéve a disztributivitast a 2.3.1. Gyakorlatban). Az R[x] nulleleme nyilvdn a nulla-
polinom, egységeleme pedig a konstans 1 polinom, ahol 1 az R egységeleme. Ha R null-
osztémentes, akkor a 2.1.3. Allitds bizonyitdsa most is miikodik, mert a szorzatpolinom
féegyiitthatdja, mint két nem nulla R-beli elem szorzata, nem lesz nulla. Az Osszeg és
szorzat fokarol szo6l6 éllitasok is a kordbbi mdédon bizonyithatdk, az invertdlhaté elemek
meghatdrozdsihoz pedig a 2.1.5. Allitas bizonyitdsa ad mintit. U

E szakasz hatralév részét (a gyakorlatok kivételével) apro betiis résznek érdemes tekinteni.
A komplex szdmok preciz bevezetését a 1.6. Szakaszban irtuk le. Most ehhez hasonléan meg-
mutatjuk, hogy hogyan lehet a polinomokat is precizen bevezetni. A két felépités rendkiviil
hasonld, de technikailag a komplex szdmok bevezetése az egyszeriibb, és ezért azt érdemes
elGszor elolvasni. Az olvasé a most kdvetkezdket is nyugodtan atugorhatja a konyv elsd olva-
séasakor.
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A ,formédlis kifejezés” szemléletes fogalmat nehéz precizen kezelni, és ezért ami most ko-
vetkezik, az nem szemléletes, viszont preciz lesz. Amikor majd més struktirdkban (péld4ul
csoportokban) beszéliink polinomokrél, akkor mégsem keriilhetjilk meg, hogy a formadlis ki-
fejezés fogalmat precizzé tegyiik. Erre a 8.1. Szakaszban kertil sor.

Abbdl indulunk ki, ahogy a polinomok egyenl8ségét definidltuk. Egy polinomot az
egyiitthat6i hatdroznak meg, vagyis az ag, ai, az, ... szdmok (vagy éltaldban gyfriele-
mek). Mivel a polinom véges sok tagu Osszeg, az a; szdmok valamett6l kezdve mind-
annyian nulldk lesznek. Tehat a nem szemléletes, de jol kezelhetd definici6 a kovetkezd:

2.3.3. Definicid. Legyen R kommutativ, egységelemes gy(iri. Ekkor R feletti polinomon
egy olyan

(ap,ay,...,ak,...)
sorozatot €rtiink, ahol a; € R minden j > 0 egészre, €s van olyan n egész, hogy j > n
esetén a; = 0. (Természetesen ez az n szam mads polinom esetében mas lehet.)

KézenfekvOek ennek alapjan a kovetkezd fogalmak: nullapolinom (mindegyik a; = 0),
polinom foka (ez n, ha a, # 0, de a; mér nulla minden j > n esetén), fOegyiitthato
(n-edfoku polinomnadl a,), konstans tag (az ag). A miveleteket is konnyen definidlhatjuk,
hiszen kordbban mar kiszamoltuk az 6sszeg és szorzat egyiitthat6it. Ha tehat

f:(ao,al,...,ak,...) és g:(bo,bl,...,bk,...),

akkor legyen
f+g=1(ao+bo,ar+by,....,ar+bg,...),

fg=1(co,c1y...,Cky--.),
ahol ¢y értékét a (2.1.1) formula szolgéltatja (43. oldal). Persze le kell ellendrizni, hogy az
Osszeg és szorzat is polinom-e, azaz, hogy valamett6l kezdve csupa nulla elemek szerepel-
nek-e ebben a két sorozatban, de ez nyilvan igy van.
A polinomjaink k6zott most nincsenek ott R elemei, hiszen a ¢ elem nem ugyanaz, mint
a megfeleld (c, 0, 0, .. .) konstans polinom. Azonban a konstans polinomokkal ugyanigy
kell szamolni, mint R elemeivel, hiszen

(c,0,0,...)+(,0,0,...) =(c+4d,0,0,...)

(c,0,0,...)(d,0,0,...) =(cd,0,0,...)
teljesiil az 6sszeadds és a szorzds definicidja miatt. Masképp fogalmazva, a
p:cH (c,0,0,...)

leképezés (amely kolcsonosen egyértelmi R elemei és a konstans polinomok halmaza ko-
zOtt) tartja az Osszeaddst €s a szorzast is. Ezért a ¢ elemet azonositjuk a neki megfeleld
konstans polinommal.
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Nincs ott a polinomjaink k6zott az x hatarozatlan sem. Ha belegondolunk, az x polinom
konstans tagja 0, az x-es tag egyiitthatdja 1 (az R egységeleme, ezért volt fontos, hogy R
egységelemes legyen), és a tobbi egyiitthat6 nulla. Tehét ha a

0,1,0,0,0,...)
polinomot x-szel jeloljiik, akkor a szorzds szabdlya miatt
x*=(0,0,1,0,0,...),  x>=1(0,0,0,1,0,0,...),
és igy tovabb, tovabba
(c,0,0,...)x> = (0,0,0,¢,0,0,...),
(és ugyanigy a tobbi kitevore is), végiil pedig az 6sszeadds definicidja miatt
(ao, a, ..., ag,...) = (ap,0,...) + (a1,0,0,...)x +--- 4 (a,0,0,...)x* + ...

(ez persze csak véges sok tagi 0sszeg, mert valamettSl kezdve a; = 0, €s innent6l kezdve
a megfeleld tagokat nem kell kiirni). Mivel (ag, 0, O, ... )-t azonositottuk ay-val, az

ao—l—a1x+-'-+akxk—|—...

alakot kapjuk, ami mar a polinomok korabban megszokott formaja.
Ezen a ponton tehét visszakapcsolddhatunk a korédbbi targyalds menetébe, megmutathat-
juk, hogy a polinomok tényleg gyfir(t alkotnak, és a tobbi hasonl¢ allitast is.

Gyakorlatok, feladatok

2.3.1. Gyakorlat. Bizonyitsuk be az R[x] polinomgytr{iben a disztributiv azonossagot.

7 2

2.3.2. Gyakorlat. Részgyiirit alkotnak-e

(1) Clx] paros foku elemei és a 0 a C[x]-ben?
(2) R[x] legalabb huszadfoki elemei és a 0 az R[x]-ben?

2.3.3. Gyakorlat. Gydiriit alkotnak-e C[x] elemei a szokdsos Osszeaddsra, és a kompozici-
ora, mint szorzasra?

2.3.4. Gyakorlat. Legyen m rogzitett nemnegativ egész szdm. Az f € Z[x] polinomhoz
rendeljiik hozzd azt az f € Z,[x] polinomot, amelyet f-bdl tigy kapunk, hogy minden
egyiitthat6jat modulo m vessziik. Mutassuk meg, hogy az f — f leképezés Osszeg- és
szorzattartd, vagyis gylirithomomorfizmus Z[x]-bdl Z,,[x]-be.

2.3.5. Gyakorlat. Ha R és S gyirtk, és ¢ : R — § gytrthomomorfizmus, akkor mutassuk
meg, hogy ap+aix+- - -+a,x" — @(ap)+e(ar)x+- - -+e(a,)x" is gytirthomomorfizmus
R[x]-bdl S[x]-be.
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2.4. Polinomfiiggvények és gyokok

Ebben a szakaszban 4ltaldnos polinomokkal foglalkozunk, amelyek egyiitthat6i tetszdle-
gesek (azaz egy kommutativ, egységelemes R gyiir( elemei) lehetnek. Gy(ri{in ezért most
kommutativ és egységelemes gytr(t értiink. Akinek ez az dltaldnossdg még nehézséget
okoz, az nyugodtan képzelje, hogy az R elemei, vagyis a szerepld polinomok egyiitthat6i
(komplex) szamok.

A polinomokkal formdlisan szdmolunk ugyan, de sokszor konkrét szimokat is be aka-
runk helyettesiteni az x helyére. Ha f = ag + a1x + - - - + a,x", és b € R, akkor legyen

ffb)y=ap+ab+---+ab" €R.

Ebben a jelolésben a * feleslegesnek latszik (késébb el is hagyjuk majd). Itt arra szolgal,
hogy figyelmeztessen benniinket: a b nem hatarozatlan immar, hanem egy konkrét R-beli
elem. E jelolés azonban azt is mutatja, hogy f* egy fiiggvénynek is felfoghat6, amely R-bsl
R-be képez. Ez nem ismeretlen dolog kozépiskolabdl sem, hiszen péld4ul az x? polinomot
sokszor fliggvénynek képzeltiik, s6t le is rajzoltuk a grafikonjét.

2.4.1. Definici6. Ha f € R[x] egy polinom, akkor azt az f* : R — R fiiggvényt, amelyet
a fenti képlet definidl, az f-hez tartozé polinomfiiggvénynek nevezzik.

Bér egy f polinom, mint formdlis kifejezés, és az f* polinomfiiggvény nyilvian nem
ugyanaz, esetleg valaki arra gondolhat, hogy gyakorlati szempontbdl nincs nagy kiilonbség
kozottiik, hiszen példdul az x? valés feletti grafikonjabél visszakaphatjuk az x? polinomot.
Nézziik meg, igaz marad-e ez, ha a Z, gyir( felett dolgozunk. Ennek csak két eleme van,
igy a ,,grafikon” mindossze két pontbdl all. A polinomfiiggvényeket tehat tabldzatosan is
megadhatjuk:

/ f*0) | f*1)
x?2 0 1
x3 0 1
X 0 1
x+1 1 0
0 0 0
x2 4+ x 0 0
1 1 1
x24+x+1 1 1

2

Itt bizony sok egybeesés van, példaul az x, x> és x> polinomokhoz is ugyanaz a poli-
nomfiiggvény tartozik. Persze ez nem meglepd: a {0, 1} halmazbo6l 6nmagaba csak négy
fliggvény létezik egyéltaldn, hiszen 0-ndl is és 1-nél is csak kétféle fiiggvényérték lehet-
séges. Mind a négy lehetséges fiiggvény szerepel is a fenti tablazatban, azaz Z, folott
minden fiiggvény polinomfiiggvény. Polinom viszont végtelen sok van Zj folott (példaul
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x,x2,x3, ..., x%, ... csupa kiilonb6z8 polinomok). Egyik fontos célunk, hogy megvizs-
galjuk: milyen 6sszefiiggés van dltaldban egy polinom és a hozza tartoz6 polinomfiiggvény
kozott, mikor hatdrozza meg az utébbi az eldbbit.

Els6 1épésként vizsgiljuk meg, hogy mit kapunk eredményiil, ha 6sszeg- illetve szorzat-
polinomba helyettesitiink. A polinomok kodzotti miiveleteket pontosan azzal a szdndékkal

definiéltuk, hogy az aldbbi allitas igaz legyen.
2.4.1. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy ha f, g € R[x], és b € R, akkor
(f +8)7%(b) = f*(b) + g"(b) es (fe)*(b) = f*(b)g" (D).

A kozépiskoldban fiiggvényekkel is végeztiink miiveleteket. Péld4ul az x sin x az a fligg-
vény volt, ami az x helyen az x €s a sinx szorzatit veszi fel. Ennek alapjan a polinom-
fliggvények Osszegét és szorzatat is definidlhatjuk. Az alabbi definicié megemésztéséhez
nagyon ajanljuk a 2.4.15. Gyakorlatot.

2.4.2. Definicid. Legyen R gyiir(, és p, g két fiiggvény, ami R-et R-be képzi. Ekkor p 4 ¢
illetve pg az a fiiggvény, ami tetszdleges b € R helyen p(b) + q(b)-t, illetve p(b)q(b)-t
vesz fel. Képletben:

(p+q)(b) = pb) +qb) é  (pg)(b) = pb)q(b).

Az f + g illetve fg neve az f és g fiiggvények pontonkénti 6sszege illetve szorzata.

Most egy viszonylag gyors eljardst mutatunk polinomba vald behelyettesitésre. Példa-
ként legyen f(x) = 3x*+2x34+x+2, és helyettesitsiink be b = 2-t. A sziikséges szorzasok
szamat nagymértékben lecsokkenthetjiik, ha a polinomot a kovetkez6képpen alakitjuk at:

) = ((Gx +2x +0)x +1)x +2

A részletszamitasokat ,,beliilrdl kifelé haladva” egy tabl4zatba irjuk:

El 2 | 0 | 1 | 2
hb=2]3|23+2=828+0=16|2 16+1=233|2-33+2=68= /%(b)

Az eljarés tehat a kovetkezd:

(1) A tdblazat fels6 sordba felirjuk sorban a polinom egyiitthatéit, a f6tagtél a kons-
tans tagig. (Vigydzzunk kozben arra, hogy a nulla egyiitthatokat is be kell irni a
tdblazatba, akkor is, ha azokat a polinomban nem {rtuk ki.)

(2) Az als6 sorba bemadsoljuk a fGegyiitthatot, a féegyiitthat6 ald. A sor elejére oda
szokds irni a behelyettesitendd b értéket is.

(3) Az alsé sort balrdl jobbra haladva toltjiik ki. Az utoljra kitoltott mezdben talalt ér-
téket megszorozzuk b-vel, majd hozzdadjuk a kovetkezd, iires mezd folott taldlhatd
egylitthat6t, és az eredményt beirjuk ebbe az iires mezdbe.

(4) Az f*(b) értékét az alsé sor végérdl olvashatjuk le.
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Altaldban tehét a kovetkez, igynevezett Horner-elrendezést kapjuk:

| ap .. |ajr | aj .. |ar | a
blcoci=an|...| ¢j |cjsi=bcj+aj|...[co| f*b)=bco+ag

2.4.2. Gyakorlat. Mutassuk meg dltaldban is, hogy a Horner-elrendezés az f*(b) értéket
szamitja ki. Igazoljuk az aldbbi Osszefiiggést:

F) = (x = b)(cn1x"  Fcpax" 24 erx o) + fHD),

ahol f(x) = a,x" +---+ap, és ¢,—1, ..., co a tablazatban kiszamitott értékek.

Ezek szerint minden f € R[x] polinom tetszdleges b € R esetén felirhatd

f) =@ =bgqx)+ f7(b)

alakban alkalmas ¢ € R[x] polinomra. Ezt az észrevételt (amely 6nmagéban is elegend6 a
kovetkezd allitas bizonyitdsdhoz) kés6bb altaldnositani fogjuk, amikor a polinomok ko6zotti
maradékos osztdsrol beszEliink majd a 3.2. Szakaszban.

2.4.3. Definicid. Azt mondjuk, hogy b € R gyoke az f € R[x] polinomnak, ha f*(b) = 0.
2.4.4. Allitas. A b € R akkor és csak akkor gyoke az f € R[x] polinomnak, ha
fx) = (x —b)g(x)

alkalmas g € R[x] polinomra.

Bizonyitds. Ha f ilyen alakban irhat6, akkor b nyilvanvaléan gyoke f-nek. Megforditva,
ha b gyoke f-nek, akkor a Horner-elrendezés als6 sordban szerepl6 szdmok egy megfeleld
q polinom egyiitthatdit szolgaltatjdk (a 2.4.2. Gyakorlat miatt). 0

Ha b gyoke f-nek, akkor az x — b kifejezést az f polinom b-hez tartozé gyoktényezdjé-
nek nevezziik, az el6z6 allitas a gyoktényezd kiemelhetdségérdl szolo tétel.

Ha egy polinomnak t6bb gyoke is van, akkor megprobalhatunk egyszerre tobb gyokté-
nyez6t is kiemelni. Ehhez nagyon fontos, hogy az R gyt(ir( nullosztomentes legyen. Ha
ez nem teljesiil, akkor furcsa dolgok torténhetnek. Példdul a Zg gytrd felett tekintsiik az
x? — 1 polinomot. Ennek gydkeit akér tgy is megéllapithatjuk, hogy végigprébalgatjuk a
Zy, nyolc elemét. Az eredmény, hogy ennek gyokei a négy paratlan szam, azaz 1, 3, 5, 7.
A gyoktényezoket kiemelve azonban kétféle felbontdst kapunk:

—l=@-Dx -7 =x-3)(x—-5).

A polinom tehat két, Iényegesen kiilonbozd médon is felbonthat6 gyoktényezdk szorzatara,
és egyszerre csak két gyoktényezot tudunk szerepeltetni a lehetséges négy koziil. A prob-
1émat az okozza, hogy ha az (x — 1)(x — 7) alakba az r = 3 gyokot behelyettesitjiik, akkor
0 = 2 xg 4 adddik, tehat a nullosztomentesség hidnya teszi lehet6vé, hogy az 1-en és a 7-en
kiviil még legyen gyok.
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2.4.5. Tétel. Egy nullosztomentes R gytirii (specidlisan egy test) felett a gyoktényez Ok egy-
szerre is kiemelhetok: minden nem nulla f € R[x] polinom felirhato

J) =& —=by)...(x —br)g(x)

alakban, ahol a (nem feltétleniil kiilbnbozd) by, ... by az f-nek az osszes R-beli gyokei,
és g-nak egyaltalan nincs gyoke R-ben. Ezért nullosztomentes gyiirii felett egy polinom-
nak legfeljebb annyi gyoke lehet, mint a foka.

Bizonyitdas. Egy gyoktényezd kiemelésekor a fok eggyel csokken (hiszen nullosztémentes
gylrliben polinomok szorzdsakor a fokok 0sszeadédnak). Emeljiink ki f-b&l addig gyok-
tényezoket, ameddig lehet. Vagyis ha

fx) =& —=b)...(x = bu)gm(x),
de g,,-nek még van gyoke R-ben, akkor ¢,,-bdl emeljiink ki egy tovabbi gyoktényezbt. Ezt
csak véges sokszor lehet csindlni, mert g, foka minden 1épésnél csokken. Ezért elobb-
utébb eljutunk az
J) =& —=b1)...(x —brg(x)
alakhoz, ahol mér g-nak nincs gyoke R-ben. Ha b gyoke f-nek, akkor ezt behelyettesitve

0=(>b—b1)...(b—bg™ ()

adédik. Mivel R nullosztémentes, valamelyik tényezd nulla. De ¢*(b) # 0, tehat van
olyan j, hogy b — b; = 0, azaz b = b;. Megforditva, a b; nyilvan gyoke f-nek (hiszen
az R gytirGiben a nullat bairmelyik elemmel szorozzuk meg, nulldt kapunk). Tehat f gyokei
pontosan by, ..., bg.

Az utols6 éllitds bizonyitdsdhoz irjuk fel a fokszdmokat:

gr(f) = gr(x —b1) + -+ gr(x — by) + gr(q) = k + gr(q).
Ezért tényleg gr(f) > k. U

2.4.3. Gyakorlat. Az el6z6 bizonyitdsban mely allitdsok maradnak érvényesek, ha az R

gylrlir6l nem tessziik fel a nullosztomentességet? A fokszamokkal kapcsolatos érvelések-
nél is kihasznaltuk-e a nullosztomentességet, vagy csak b behelyettesitésekor?

Most mar konny( beldtni, hogy ha két polinom ,,elég sok” helyen megegyezik, akkor
azonosak.

s

2.4.6. Kovetkezmény [A polinomok azonossagi tétele]. Ha egy R nullosztémentes gytrt
felett adott két, legteljebb n-edfoki polinom, amelyek tobb mint n (R-beli) helyen meg-
egyeznek, akkor a két polinom egyenl6 (vagyis egytitthatoik is megegyeznek).

Bizonyitds. Legyen f és g a két polinom. Ha f — g nem a nullapolinom, akkor van foka,
ami legfeljebb n lehet. Ugyanakkor f — g-nek gyoke minden olyan b € R, ahol f és
g megegyezik (azaz f(b) = g(b)). Tehat f — g-nek tobb, mint n gyoke van, de foka
legfeljebb n, és ez ellentmond az el6z6 tételnek. Az ellentmondést abbdl kaptuk, hogy
feltettiik: f — g nem a nullapolinom. Ezért f — g a nullapolinom, azaz f = g. 0
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Ez a bizonyitds akkor is m{ikodik, ha f vagy g a nullapolinom, noha a tételben ezt elvi-
leg nem engedtiik meg, mert f és g fokdrdl beszéltiink. Néha ezért megallapodnak abban,
hogy (noha a nullapolinomnak nincs foka), a legfeljebb n-edfoku polinomok k6zé mégiscsak

2 2

odaértjiik a nullapolinomot is. Egy ilyesfajta megéllapodas sokat egyszerisithet egy-egy tétel
szovegén, és konnyebben megjegyezhetové teheti azt.

.

2.4.7. Kovetkezmény. Végtelen nullosztomentes gytrd felett minden polinomot egyértel-
miien meghatdroz a hozza tartozoé polinomtiiggvény, véges gyliri felett viszont nem.

Bizonyitds. Ha R végtelen, és f* = g*, akkor f és g végtelen sok helyen megegyezik
(mert R minden elemén megegyezik). Tehdt az azonossagi tétel miatt f = g. Ha R véges,
akkor csak véges sok fliggvény van R-b3l R-be, tehat csak véges sok polinomfiiggvény
van. Polinom viszont végtelen sok van, tehdt nem tartozhat minden polinomhoz mas és
mads polinomfiiggvény. U

A polinomfiiggvények targyaldsat ezzel befejeztiik. Reménykedvén, hogy méar mindenki
pontosan érti a kiilonbséget polinom és polinomfiiggvény kozott, ezentul jelolésben nem
kiilonboztetjiikk meg a kettdt, példaul egyszertien f(r)-rel jeloljiik az f polinom r helyen
felvett helyettesitési értékét. Zarasként roviden, két feladat formdjidban, megemlitjiik az
interpoldcio probléméjat.

Olyan polinomfiiggvényt fogunk keresni, amely adott helyeken adott értékeket vesz fel.

Ezek a helyek egy T test paronként kiilonbozd elemei, jelolje dket ay, . . ., a,, a felveendd
értékeket pedig by, . .., b,. Az azonossagi tétel miatt a legfeljebb n — 1-edfoku polinomok

kozott legfeljebb egy olyan f polinom létezik, melyre f(a;) = b; minden j-re. Meg
fogjuk mutatni, hogy mindig van ilyen polinom. A legegyszer(ibb konstrukci6 a Lagrange-
interpoldcio, amit a kovetkez6 feladatban frunk le.

2.4.4. Gyakorlat. Legyenek ay, .. ., a, pdronként kiilonb6z6 elemei a T testnek.
(1) Melyek azok az n—1-edfoki polinomok, melyeknek az a ; kivételével azay, . .., a,
mindegyike gyoke?

P

(2) Melyik az az f; polinom, ami az el6z6 (1)-beli kivanalmakon kiviil még azt is
teljesiti, hogy fj(a;) = 1?

(3) Ha by, ...,b, € T, akkor hogyan lehetne az f; polinomokbdl és a b; elemekbdl
egy olyan f polinomot 6sszekombinalni, amelyre f(a;) = b; minden j-re?

E mddszer elénye, hogy a keresett interpoldcids polinomra képletet kapunk. Hatranya
viszont a kovetkez6. Képzeljiik el, hogy az interpoldcié célja az, hogy mérési eredmények-
hez polinomot illessziink. Ha 4j mérési eredmény érkezik, akkor a Lagrange-féle techni-
kaval elolrdl kell kezdeniink a szdmoldst. Newton modszere azt teszi lehet6vé, hogy a mar
meglev6 polinomunkat médositsuk, hogy az dj helyen is a kivant értéket vegye fel.

2.4.5. Gyakorlat. Tegyiik fel, hogy a legfeljebb n — 2-edfokd f polinom teljesiti, hogy
flaj)=>bj,haj=12,...,n—1.
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(1) Mi az éltaldnos alakja az olyan n — 1-edfokd g polinomoknak, melyekre teljesiil,
hogy f + g az a; helyen szintén a b; ért€ket veszifel,ha j =1,2,...,n —1?
(2) Hogyan kell g-t megvalasztani, hogy (f + g)(a,) = b, is teljesiiljon?

Tobbvéltozos fiiggvényeket tobbhatdrozatlani polinomokkal interpoldlhatunk, errdl a
2.6.5. Feladatban lesz sz0.

Gyakorlatok, feladatok

2.4.6. Gyakorlat. A Horner elrendezés segitségével dontsiik el, hogy a 2 szam gydke-e az
f(x) = x% — 4x* + x3 — x% 4 4 polinomnak, és frjuk is fel f(x)-et (x — 2)g(x) + f(2)
alakban.

2.4.7. Gyakorlat. Az ak—bk = (a—b)(@* " +a*2b+- - -4+ b1) ismert (és beszorzdssal
igazolhatd) azonosség felhasznéldsdaval adjunk 4j bizonyitast a gyoktényezd kiemelhetdsé-
gér6l szo16 tételre (2.4.4. Allitas).

2.4.8. Feladat. Mely m-ekre van Z,,[x]-ben olyan polinom, amelynek tobb gyoke van,
mint a foka?

2.4.9. Feladat. Adjunk meg minden véges test felett olyan polinomot, amelynek nincs
gyoke az adott testben.

2.4.10. Gyakorlat. Adjunk meg olyan komplex egyiitthatés polinomot, amelyre f(0) = 3,
f() =3, f(4) =156és f(—1) =0.

2.4.11. Feladat. Tegyiik fel, hogy az f € C[x] polinom minden raciondlis helyen raciona-
lis értéket vesz fel. Kovetkezik-e ebbdl, hogy f raciondlis egyiitthat6s? Igaz-e az allitas,
ha ,,raciondlis” helyett mindeniitt ,,egész” szerepel?

2.4.12. Feladat. Létezik-e olyan f € Z[x] polinom, melyre f(10) = 400, f(14) = 440 és
f(18) = 5207

2.4.13. Feladat. Tegyiik fel, hogy n egész alapponthoz keresiink interpoléacids polinomot,
és az itt felvett értékek maguk is egészek, de a kapott legfeljebb n — 1-edfoku interpolacios
polinom mégsem egész egyiitthatds. Lehetséges-e, hogy az interpolacié egy magasabb
foku, de egész egyiitthatds polinommal is elvégezhets?

2.4.14. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha R kommutativ, egységelemes gytirti, amely felett
az interpolacié korlatlanul elvégezhetd, akkor R test.

2.4.15. Gyakorlat. Legyen R (mint eddig is) kommutativ, egységelemes gy(ird. Ellenoriz-
ziik az alabbi allitdsokat.

(1) Az R-b6l R-be mend fiiggvények egységelemes, kommutativ gy(riit alkotnak a
pontonkénti Osszeaddsra €s szorzdsra (2.4.2. Definici6), ami nem nullosztémentes.

(2) Ez az 6sszeadds €s szorzds nem vezet ki a polinomfiiggvények koziil, és azok is
egységelemes, kommutativ gy(rit alkotnak erre a két miiveletre.
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(3) Ha b € R egy rogzitett elem, akkor az f +— f*(b) leképezés Gsszeg- és szorzat-
tarté az R[x] és az R gyflirtik kozott (roviden: a b behelyettesitése gylirthomomor-
fizmus).

(4) Igazoljuk, hogy az f +— f* leképezés Osszeg- és szorzattarté az R[x] és a poli-

nomfiiggvények gyfirtije kozott (azaz a polinomfiiggvény képzése gytlirithomomor-
fizmus).

2.4.16. Feladat. Legyen R a valds szamokon értelmezett, valos értékd fiiggvények gyfirije
a pontonkénti miiveletekre. Mutassuk meg, hogy R-nek van olyan S részgyfir(je, amely
egységelemes, de S egységeleme nem ugyanaz, mint R egységeleme. El6fordulhat ez a

o

jelenség nullosztémentes R gy(riben is? (Ldsd a 2.2.16. Gyakorlatot is.)

2.5. A gyoktényezos alak

Az el6z06 szakaszban lattuk, hogy ha R nullosztémentes (és mint polinomok vizsgalata-
kor Iényegében mindig, kommutativ és egységelemes) gylr, akkor egy polinom gyokeihez
tartoz6 gyoktényezdk egyszerre is kiemelhetSk. A 2.4.5. Tételben akdr olyan szerencsénk
is lehet, hogy ¢ mér konstans polinom, azaz a végeredmény a kovetkezd lesz:

fxX)=clx =b)(x —b2)...(x —by),

ahol ¢ egy nem nulla konstans. Ezt az f gyoktényezds alakjanak hivjuk.

2.5.1. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy a gyoktényez8s alakban szerepl6 ¢ az f polinom
foegyiitthatdja, az n szam pedig az f foka.

Ez a ,,szerencse” sziikségszerlien bekovetkezik, ha az R gylriiben minden nem konstans
polinomnak mar van gyoke.

2.5.2. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha egy R (egységelemes, kommutativ) gylr{iben min-
den nem konstans polinomnak van gyoke, akkor R test.

2.5.1. Definici6. Azt mondjuk, hogy a T test algebrailag zdrt, ha T[x] minden nem kons-
tans polinomjanak van 7-ben gyoke.

Algebrailag zért test folott tehat minden polinom gyoktényezds alakban irhatd. A valds
szamok teste nem algebrailag zért, hiszen példaul az x> 4+ 1 polinomnak nincsen benne
gyoke. Pontosan azért vezettiik be a komplex szdmokat, hogy ezt a problémét kikiiszo-
boljiik. Lattuk, hogy a komplex szdmok testében a gyokvonds mindig elvégezhetd, vagyis
az x" — a polinomnak mindig van gyoke. A komplex szdmok konstrukci6ja azonban még
ennél is jobban sikertilt.

2.5.2. Tétel [Az algebra alaptétele]. A komplex szamok teste algebrailag zart.
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Ezt a tételt csak késdbb, a Galois-elmélet egy alkalmazasaként bizonyitjuk. Ra kell
azonban mutatnunk, hogy az algebra alaptétele valgjaban az analizis tétele! Ennek az az
oka, hogy a valés szamok bevezetésekor folytonossagi meggondoldsok jatszanak szerepet.
A komplex szamokon értelmezett fiiggvények vizsgélatdban is fontos szerepet kap az ana-
lizis. A komplex fiiggvénytan apparatusaval az algebra alaptételére tobb, nagyon egyszerd,
és roppant elegéns bizonyitast kaphatunk.

A gyoktényezbs alakban ugyanaz a tényezd tobbszor is szerepelhet. Ha ezeket Ossze-
vonjuk, akkor a kovetkezd alakot kapjuk:

fx) =clx —d)l1(x —d)* ... (x — dp)'r,

ahol a dy, ..., d, mar paronként kiilonb6z6k. Ezt az 6sszevont format kanonikus alaknak
nevezziik, a k; szamot pedig a d; gyok multiplicitdsdnak hivjuk. Masképp fogalmazva azt
mondjuk, hogy d; az f-nek k-szeres gyoke. A fokszdmokat felirva latjuk, hogy

ki +ky+ -+ ky,=gr(f).

Ezt 4gy szokds fogalmazni, hogy egy polinomnak, ha gyoktényez8s alakra hozhatd, mul-
tiplicitasokkal szamolva pontosan annyi gyoke van, mint a foka.

Ezekkel az elnevezésekkel sulyos probléma lenne, ha az f polinomot méshogy is fel
tudndnk frni gyoktényezbs alakban. Ha el6fordulhatna olyasmi, hogy (x — 1)%(x — 2)° =
(x — 1)3(x — 2)? akkor nem tudhatnank, hogy a 2 szdm most kétszeres, vagy hiaromszo-
ros gyok-e. Ilyesmi azonban nem fordulhat eld, mert a kanonikus alak egyértelmii, amit
azonnal be fogunk latni.

A t0bbszords gyokok fenti definiciéjaval mds baj is van: nem elég altaldnos. Ha valds
egyiitthats polinomokat akarunk vizsgélni, akkor az

f@) =@ =D -2’0+ D2 +3)°
ugyan nem hozhat6 kanonikus alakra R folott, mégis ugy érezziik, hasznos lenne azt mon-
dani, hogy e polinomnak a 2 szdm haromszoros gyoke. Mi lenne akkor a tobbszords gyok
,helyes” definicidja? Azt érdemes €szrevenni, hogy ha a fenti polinombdl elvessziik az
(x — 2)3 gyoktényez6t, akkor a maradék résznek a 2 mar nem gyoke.

2.5.3. Definicié. Legyen R szokasos gyird. Azt mondjuk, hogy az f € R[x] polinomnak
a b € R elem k-szoros gyoke (vagy, hogy a b gyok multiplicitdsa k), ha

f(x) =@ —blqx)

alakban irhatd, ahol a ¢ € R[x] polinomnak » mar nem gyoke.

Itt kK nemnegativ egészet jelol. Célszerli megengedni a k = 0 esetet is, mert igy konnyeb-
ben fogalmazhatunk meg majd bizonyos eredményeket. Persze a ,,nullaszoros gyok™ he-
lyett azt mondjuk majd, hogy b ,,nem gyoke” a polinomnak.

2.5.3. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy ha R nullosztémentes, akkor

7 7z

(1) gyok multiplicitdsa egyértelmilien meghatarozott (vagyis az el6z06 definici6 adott f
és b mellett csak egyetlen k-ra teljesiilhet);
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(2) ha az f polinomnak van gyoktényezds alakja, akkor a tobbszords gyok most adott
definicidja ugyanaz, mint amir6l fentebb beszéltiink.

Ebbdl mar nyilvanvald, hogy egy nullosztémentes gytr( felett a kanonikus alak egyér-
telmd (ezt mas eszkozokkel ujra belatjuk majd, amikor a polinomok szdmelméletét tanul-
manyozzuk). Valoban, a fenti kanonikus alakban a d; elemek azért egyértelmiien meghata-
rozottak, mert ezek pontosan f gyokei, a k; kitevok pedig az eldbbi 2.5.3. Gyakorlat miatt
lesznek egyértelmiiek. Tobbszoros gyokok meghatarozasara két eljardst is tanulunk majd
(a 3.6, illetve 3.7. Szakaszokban).

Utols6 témaként a gyokok és egyiitthatok kozotti osszefiiggéseket tekintjiik at.
2.5.4. Gyakorlat. Szamitsuk ki x aldbbi két polinomjanak az egyiitthatdit:
(x —=b)(x —b)(x —b3) &  (x —b))(x —bo)(x — b3)(x — ba).
Az el6z6 gyakorlat megoldasat dltalaban végezve a kovetkezd képleteket kapjuk.
2.5.4. Tétel. Ha az R kommutativ, egységelemes gyiirt feletti f polinomra
) =@—=b)...(x —=by) =x" —ox" "+ o2 — 4+ (=1)'oy,
akkor a gyokok és egyiitthatok kozotti osszefiiggések a kovetkezOk:

op=by+by+---+b, tagok szdma: <T) =n

0s = biby 4+ -+ bibp +baby + -+ bp_1by  tagok szdma: (’;)

or=biby...bp+ ... tagok szdma: (Z)
n
o, =biby...b, tagok szdma: ( ) =1.
n
A oy ugy keletkezik, hogy a by, ..., b, koziil az 6sszes lehetséges modon kivdlasztunk

k darabot, a kivdlasztott b; -ket 0sszeszorozzuk, majd a kapott szorzatokat 6sszeadjuk. Szo-
kds a 0g-r0l is beszélni, és (a fenti f toegyiitthatojaként) konstans 1-nek tekinteni.

(Azitt szerepld (}) binomidlis egyiitthatot a C.0.12. Tételben definidltuk.) A most kapott
képletekben hasznos lesz, ha by, ..., b,-et hatarozatlanoknak, és nem R-beli elemeknek
tekintjilk. Ekkor o; ezen hatdrozatlanok (tobbhatdarozatlanti) polinomjava valik. Ezeket
késdbb elemi szimmetrikus polinomoknak fogjuk nevezni.

Célszerl a gyokok és egylitthatok Osszefliggését dltalanos egyiitthatdju polinomra is at-
fogalmazni.

2.5.5. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy
fx)=ap+aix+---+ax" =a,(x —by)...(x —by).
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Ekkor O < k < n esetén
ap = an(=1)" %o, by, ..., by),

vagyis
ok(bi, ..., by) = (—D¥ay_r/ay .

Bizonyitds. Az allitas azonnal adddik, ha az (x — by) ... (x — b,) szorzatot az el6z0 tétel
szerint kifejtjiik, és a két oldal egyiitthatoit 6sszehasonlitjuk. U

Gyakorlatok, feladatok

2.5.5. Gyakorlat. Irjuk fel az x* + 4 polinomot gyoktényezds alakban, és ellendrizziik
beszorzassal az eredményt. Hogyan lehetne ezt a polinomot valds egyiitthatés polinomok
szorzatara bontani?

2.5.6. Gyakorlat. Hinyszoros gyoke az x* — x> — x 4+ 1 polinomnak az 1? A Horner-
elrendezést hasznéljuk.

2.5.7. Gyakorlat. Igazoljuk, hogy ha két n-edfokid komplex egyiitthat6s polinom n (komp-
lex) helyen megegyezik, és a féegyiitthatéik egyenldk, akkor a polinomok is egyenldk.

2.5.8. Feladat. Fejezziik ki az xlz + x% 4+ 4 x,% négyzetosszeget a o1 (x1, X2, ..., X,) és
aoz(xy, x2, ..., X,) segitségével.

2.5.9. Gyakorlat. Hatdrozzuk meg a 2x* 4+ 2x + 3 polinom komplex gydkeinek dsszegét,
szorzatat, négyzetosszegét, €s a gyokok reciprokainak 6sszegét.

2.5.10. Feladat. Legyenek ¢1, ..., &, az 0sszes n-edik egységgyokok.

(1) Bontsuk gyoktényezds alakra az x* — 1 polinomot.

(2) Bizonyitsuk be, hogy x" — 1 = (x —¢&1)...(x — &,).

(3) A gyokok és egyiitthatok Osszefliggése alapjan szamitsuk ki az n-edik egységgyo-
kok Osszegét, négyzetdsszegét és szorzatat.

(4) Az egységsugaru korbe irt szabdlyos n-szog egy cstcsabdl az dsszes tobbi csticsba
hizott szakaszok hosszat dsszeszoroztuk. Bizonyitsuk be, hogy az eredmény n-nel
egyenld.

2.5.11. Gyakorlat. Ertelmezhetd-e egy polinomfiiggvény gyokeinek a multiplicitdsa?
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2.6. Tobbhatarozatlani polinomok

Ahogy kordbban méir megbeszéltiik, tobbhatdrozatlani polinomon olyan kifejezéseket

szeretnénk érteni, amelyek az xi, ..., x, hatarozatlanokbdl és valamilyen R gy{ird eleme-
ibdl épiilnek fel 6sszeadas, kivonds €s szorzds segitségével. Azt gondoljuk, hogy ezek

m m
f(-XI’ P ,Xn) = Zrml’mz’“.’mnxl 1X2 2 .o .X:ln”

alakban irhatok fel, ahol az r,,, n,,... m, egylitthatok R-nek elemei, my, ma, ..., m, pedig
nemnegativ egészek. A polinom fagjainak a fenti 6sszeg tagjait nevezzik (feltételezve,
hogy a lehetséges Osszevonasokat mar elvégeztiik, tehat semelyik x;mxg’ 2...x,™ sem sze-
repelhet tobb egyiitthatval). Azt szeretnénk, hogy ezeket az egyiitthatdkat a polinom
egyértelmlien meghatdrozza. Lattuk (a 2.1. Szakasz végén) azt is, hogy magat a defini-
ciot érdemesebb ugy megalkotni, hogy a fenti ,,polinomot” az egyik hatdrozatlan szerint
rendezziik. Ekkor az egyiitthatdk is polinomok lesznek, amelyekben azonban méar eggyel

kevesebb a hatarozatlan.

7 7

2.6.1. Definicié. Az R (kommutativ, egységelemes) gytrt feletti, x1, .. . x,-hatdrozatlani

(vagy roviden csak n-hatdrozatlani) polinomok R[xq, ..., x,] gy(r{jét n szerinti indukci-
oval definidljuk: ez nem mds, mint (R[xq, ..., x,—1])[x,]. Az indukci6 kezdSlépése a mar

7 2

ismert R[x] polinomgyfrd.

Ebben a definicidban ugy képzeltiik, hogy a polinomokat az x,, hatdrozatlan szerint rendez-
ziik. Esziinkbe juthatna, hogy mondjuk az x; hatdrozatlan szerint rendezziik 6ket, és akkor az
Rlx7, ..., x,][x1] gylrGhoz jutndnk. Ez formailag mas, mint az R[xy, ..., x,—1][x,] (pldne
ha még a ,,sorozatos” preciz bevezetéshez is ragaszkodunk). De a két gytlri mégis, a 1énye-
get tekintve ugyanaz. (Késobb az ilyesmit gy fogalmazzuk majd, hogy a két gy(ird izomorf,
lényegében ,,ugyanazok™ az elemeik, és ,ugyanigy” kell benniik szdmolni, precizen: van
kozottiik kolcsonosen egyértelmd, miivelettartd megfeleltetés.) Most azonban minderre még
semmi sziikség nincs, mert a fenti tobbértelmiiség semmiféle gyakorlati problémat nem fog

okozni.

2.6.2. Allitas. Az n-hatdrozatland polinomok gyitirtije kommutativ és egységelemes. Ha
R nullosztomentes, akkor R[x1, ..., x,] is az, és az invertalhato elemei azok a konstans
polinomok, amelyek R-ben invertilhatoak.

Bizonyitas. Teljes indukcidval azonnal kovetkezik a 2.3.2. Tételbdl. Természetesen a kons-
tans polinomok tovdbbra is R elemei, amelyeket (s6t az n-nél kevesebb hatdrozatland poli-
nomokat is) n-hatdrozatland polinomoknak képzeljiik. U

myp . m3

Afentirx] 'x,°.. . Xp™ tag fokdt my + - - - + m,,-nek definidljuk. Az f polinom fok4n
a benne szerepld tagok fokainak maximumat értjiik. Vigydzzunk, ez nem ugyanaz, mint
amikor a polinomot mondjuk x,, polinomjdnak tekintve szdmitjuk ki a fokét. Példaul

f=xy+yx
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foka 2, ha f-et x polinomjanak tekintjiik, 3, ha y polinomjinak tekintjiik, és 4 a fenti
értelemben. Tehat ha fokszdmrdl beszéliink, mindig meg kell mondanunk, milyen értelem-
ben gondoljuk, vagyis hogy a polinomot tobbhatirozatlaninak, vagy egyhatdrozatlaninak
képzeljiik (és az utdbbi esetben melyik hatdrozatlan szerint rendeziink).

Egy polinomot homogénnek neveziink, ha minden tagjanak ugyanaz a foka. Ha f po-
linom, akkor gytjtsiik 0ssze a k-adfoku tagjait, €s jeloljiik ezek Osszegét fi-val. Nyilvan
fx homogén polinom, és f az f; polinomok 0sszege. Ezért minden polinom egyértelmiien
felbonthat6 homogén polinomok 6sszegére. Az fi-t az f polinom k-adfokd homogén kom-
ponensének hivjuk.

Ha f-ben nincs egyaltalan k-edfoku tag, akkor fi-t nullanak értjiik (lasd az tires 6sszegrél
irottakat a 2.2.23. Gyakorlatban).

2.6.1. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy ha f és g tobbhatdrozatland polinomok az R null-

osztomentes gylrd folott, akkor az fg polinom k-adfokd homogén komponense

k
fogk + figk—1+ -+ figo =Y figk—i-
i=0

Specidlisan fg foka az f és g fokainak 0sszege.

A kovetkezd szakaszban belatjuk elsé komolyabb tételiinket, az tgynevezett szimmet-
rikus polinomok alaptételét. A bizonyitdshoz egy uj fogalom bevezetésére van sziikség:
altalanositanunk kell a f6tag fogalmat tobbvéltozos polinomokra.

Vegyiink egy f € R[xi, ..., x,] polinomot, ennek tagjai rx|"' x5 ... x," alakdak. A ki-
tevék (my, ..., m,) sorozatit egy n ,jegyl” telefonszdmnak képzelhetjiik (az analdgia

annyiban santit, hogy a ,,jegyek”, vagyis az m ; szamok akarmekkordk lehetnek). Rakjuk
ezeket a telefonszdmokat novekvd sorrendbe a szokdsos médon, és irjuk fel az f polinom
tagjait ebben a sorrendben. Példaul ha

4 ) 2 2
f(x1,x2, X3) = XXy — iX]X3 + X1X2X3 — 3x§ + x5 + 2x7 + xlxzxg ,

akkor a kapott ,telefonszamok™ xlxgl = xlxg1 xg > 140 (a nulla kitevdket is ki kell irni!),
azutan sorban haladva 201, 111, 030, 002, 200, 113. A , novekv$” sorrend 002, 030, 111,
113, 140, 200, 201. Az f ennek megfeleld felirdsa a kovetkez6:

2 4 2 . 2
X3 — 3x§’ + —x1x0x3 + x1x2x33 + X x5 +2x7 —ixyx5.

Az dltalanos szabdly tehat az, hogy el6szor az elsé ,,jegyeket” kell sorba rakni, azutdn a mé-
sodik jegyeket, és igy tovabb. Hasonl6 elv szerint rendezziik egy lexikonban a cimszavakat
is (dbécé sorrendben), és ezért ennek a sorrendnek lexikografikus rendezés a neve.

2.6.3. Definici6. Legyenek r és s nem nulla elemei az R szokdsos gytrlinek. Azt mondjuk,
hogy a

kﬂ

P my__m3 my ;

_ £ okt ko
=TrX] Xy ...X, és O =sx;%"...x
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tagok koziil az elsd lexikografikusan megel6zi a masodikat, ha az els6é olyan j indexnél,
ahol az (my, ..., my) és (ki, ..., k,) sorozatok eltérnek, m; < k; teljesiil. Masképp fo-
galmazva: vanolyan 1 < j <n,hogym| =k;,my=kp,...,mj_y =k;_j,dem; < k;.
Erre a fogalomra a P < Q jelolést fogjuk haszndlni. Azt is irjuk majd, hogy P < Q, ha
P < Q, vagy P és Q az egyiitthat6juktdl eltekintve megegyezik (vagyis a kitevésorozatuk
ugyanaz).

A lexikografikus rendezés szoros kapcsolatban van azzal, ahogy polinomjainkat induk-
cioval definidltuk. A kapcsolatot a kovetkez6 gyakorlat irja le. Ez az 0sszefiiggés magya-
rdzza, hogy a lexikografikus rendezést a fokszdm valamiféle dltalanositdsanak, finomitasa-
nak tekinthetjiik.

2.6.2. Gyakorlat. Ha adott egy f € R[xy, ..., x,] polinom, akkor rendezziik x| hatva-
nyai szerint (€s irjuk is le a konstans taggal kezdve, fokszdm szerint novekvd sorrendben).
Az egyiitthatok R[x,, ..., x,] elemei lesznek, ezeket rendezziik x, hatvanyai szerint. A ka-
pott egyiitthatékat x3 hatvanyai szerint. Es igy tovabb, végiil ,legbeliil” x,, hatvanyai szerint
rendeziink. Mutassuk meg, hogy ha a zargjeleket kibontjuk, de a sorrendet nem valtoztatjuk
meg, akkor f tagjai lexikografikusan névekvd sorrendben lesznek.

Ha két egyhatarozatlani polinomot 6sszeszorzunk, akkor a szorzat f6tagja a két polinom
fétagjainak szorzata lesz. Szeretnénk ezt az allitast tobbhatdrozatlant polinomokra is 4lta-
lanositani. Egy n-hatdrozatlant polinom (lexikografikus értelemben vett) fétagjdn a nem
nulla tagjai koziil azt értjiik, ami a lexikografikus értelemben utolsé (néha mondjuk ezt ugy
is, hogy ,,legnagyobb”). Példdul az imént vizsgdlt f polinom fétagja —ixfx3. A kovetkezd
lemma segit meghatdrozni a szorzatpolinom f&tagjat.

2.6.4. Lemma. Legyenek P', P, Q', Q egytagi, n-hatdrozatlanu polinomok, melyeknek
az egyiitthatoja 1. Tegyiik fel, hogy P’ < P és Q' < Q teljesiil. Ekkor P'Q’ < PQ. Ha
itt egyenldség dll, akkor P’ = P és Q' = Q.

Bizonyitds. Legyen

m, m! m' m; m m k; K k! k, k k
P=x'xy ", P=x'%7...x,", O =x"%2 .0, Q=x,"x"...x,".
Ekkor

m’+ki  mh+k, m +k, m,+k, m,+k m,+k
PO =x; " 'y P olxy" T 88 PO =x " Tyt R,

Arra vagyunk kivancsiak, hogy hol tér el el6szor ez a két kitevGsorozat.

Nézziik meg elGszor azt az egyszer( esetet, amikor P’ = P. Ha Q' = Q, akkor nyilvan
P’'Q' = PQ. Ha Q' # Q, akkor jeldlje j azt az indexet, ahol Q" és Q kitevGsorozata
eloszor eltér: k; = k; hai < j, de Q" < Q miatt k; < k;. Tudjuk, hogy P’ = P,

/

ezért minden i-re m; = m,. Tehita P’ Q' és a P Q kitevGsorozata is a j-edik helyen tér el

eldszor: m; + k. =m, +k; hai < j, Viszontm’j —|—k} <m; +k;. Ezért P'Q < PQ.
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Ha az el6z6 bekezdés gondolatmenetében felcseréljiik P-t Q-val és P’-t Q’-vel, akkor
az addodik, hogy P' < P és Q' = Q eseténis P'Q’ < P Q. Tehat mar csak akkor kell
bizonyitanunk az allitast, amikor P’ < P és Q' < Q.

Ebben az esetben azt allitjuk, hogy P’ Q’ és P Q kitevGsorozata ott fog eldszor eltérni,
ahol el6bb van eltérés P és P’ illetve Q és Q' sorozata kozott. ValGban, legyen j az az
index, ahol P sorozata elGszor eltér P’ sorozatatdl, és £ az az index, ahol Q' sorozata
el6szor eltér Q sorozatétdl. Feltehetjiik, hogy j < ¢ (vagyis hogy P’ el6bb kezd eltérni P-
tol, mint Q" a Q-t6l), hiszen ellenkezd esetben megcserélhetjiik P-t Q-val és P’-t Q’-vel.
Nyilvan i < j esetén m; = m, és k| = k;, tehét ilyenkor m/ +k; = m_ +k;. Mivel P’ < P,
tudjuk, hogy m’J < m . Ugyanakkor j < £ esetén k;. = k;, ha pedig j = ¢, akkor k} <k;.
Mindkét esetben azt kapjuk, hogy m’, + k', <m; +k;. Tehdt tényleg P'Q" < PQ. O

2.6.5. Kovetkezmény. Ha R nullosztomentes, és f, g € R[x1, ...x,], akkor fg fotagja az
f és g fotagjainak szorzata. Igy R[x1, ... x,] nullosztomentes.

Bizonyitds. Legyen az f fGtagja r P és a g f6tagja s Q, ahol r és s az R gy{ir{i nem nulla
elemei. Amikor f-et és g-t Gsszeszorozzuk, akkor f egy tetszdleges r' P’ tagjat megszo-
rozzuk g egy tetsz8leges s’ Q' tagjaval, majd dsszevonjuk azokat a tagokat, amelyek csak
az egyiitthat6jukban kiilonboznek. Nyilvdn P’ < P és Q' < Q. Az el6z6 lemma szerint
P’'Q’ < PQ, vagyis a szorzatpolinomban rs P Q-nél lexikografikusan nagyobb tag nem
keletkezhet. Azt kell még megnézniink, hogy az 0sszevondsok sordn nem eshet-e ki az
rs PQ tag. A lemma szerint azonban P'Q’ < PQ, kivéve ha P’ = P és Q' = Q. Ezért
rs P Q semmivel sem vonhat6 6ssze, €s igy nem is tud kiesni. Az R nullosztdmentessége
miatt rs #£ 0, és igy fg f6tagja tényleg f és g fGtagjainak szorzata. U

A f6tagok az 6sszeaddsra is hasonldan viselkednek, mint az egyvaltozds polinomoknal.
Ha két polinom f6tagja nemcsak egyiitthatéjaban tér el, akkor Osszegiiknek a f6tagja a két
fotag koziil a lexikografikus értelemben nagyobbik lesz. Ha viszont a két f6tag csak az
egyiitthatoban tér el, akkor az 6sszeg f6tagjat ezekbdl 6sszevondssal kapjuk, kivéve, ha ez
a tag kiesik, ilyenkor a f&tag lexikografikusan csokken, s6t akar a nullapolinom is lehet az
eredmény (aminek nincs is fétagja).

Gyakorlatok, feladatok

2.6.3. Gyakorlat. Az alédbbi p(x1, x2, x3, x4) polinomot bontsuk fel homogén polinomok
Osszegére, ezeket rendezziik lexikografikusan, és 4llapitsuk meg a p’ polinomban egyrészt
a lexikografikusan legnagyobb tagot, mésrészt a legnagyobb foku tagok koziil a lexikogra-
fikusan legnagyobb tagot.

. 2 2 2 2.2 2 2.2
[XXyX3X) — x1x33 + 3x%x2 + nxlxg + X4 — X7X5X3 + 2X]XyX3X4 — OX7X5X, .

2.6.4. Gyakorlat. Definidljuk precizen egy n-valtozds polinomhoz tartoz6 n-véaltozés po-
linomfiiggvény fogalmait.
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2.6.5. Feladat. Altaldnositsuk az interpolci6t tobbhatdrozatland polinomokra. Mutassuk
meg, hogy véges test esetében minden véges sok valtozos fiiggvény polinomfiiggvény.

2.7. Szimmetrikus polinomok

Gyakran el6fordul, hogy egy tobbhatdrozatland polinom szimmetrikus. Ilyen példaul a
haromvaltozds
x%x% + x12x32, + x%x% + X1+ X2 + X3 — X1X2X3
polinom. Ebben a harom hatédrozatlan szerepe teljesen egyenrangu: ha példaul x,-t és x3-at
kicseréljiik, a polinom valtozatlan marad. Ugyanakkor

2 2 2
XXy + X3X3 + X3X,
nem szimmetrikus, mert példaul x| és x, cseréjekor a kovetkez6be megy at:
2 2 2
X3X1 + xX7x3 + X35,
ami nem az eredeti polinom, hiszen ebben példaul x12x2 nem szerepel.

2.7.1. Definicié. Az f € R[xy, ..., x,] polinomot szimmetrikus polinomnak nevezziik, ha
barmely két hatarozatlant kicserélve a polinom 6nmagaba megy at.

Nyilvan szimmetrikus polinomok 0sszege, kiilonbsége €s szorzata is szimmetrikus, és
igy a szimmetrikus polinomok részgytriit alkotnak a polinomok kozott. A gyokok és
egyiitthatok Osszefiiggésében (a 2.5.4. Tételben) szerepld oy kifejezések is szimmetrikus
polinomok.

2.7.2. Definicid. Az x1, ..., x, hatarozatlani, k-adik elemi szimmetrikus polinom Ggy ke-
letkezik, hogy az xi, ..., x, kozil az 0sszes lehetséges modon kivalasztunk k darabot,
a kivélasztott x;-ket 0sszeszorozzuk, majd a kapott szorzatokat dsszeadjuk. E polinom
jele ox(x1,...,x,), ahol 1 < k < n. A o( polinomot konstans 1-nek definidljuk. (Néha
hasznéljdk k > n esetén a oy = 0 konvenci6t is).

Az elemi szimmetrikus polinomok azért fontosak, mert segitségiikkel az dsszes tobbi
szimmetrikus polinomot ki lehet fejezni, méghozza egyértelmden. (Ezt illusztrdlja példaul
a 2.5.9. Gyakorlat.) De mit értiink azalatt, hogy ,.ki lehet fejezni”? Milyen miiveleteket
hasznalhatunk ekdzben? Milyen értelemben egyértelmd ez a ,kifejezés”? Vizsgaljunk
meg el6szor egy konkrét példat. Legyen

F(x1,x2,%3) = X7 + X3 + X3 — ix1x2%3 .
A 2.5.8. Feladat megoldasakor rajottiink, hogy a négyzetdsszeggel hogyan érdemes banni:
X7 4 x5 4+ x3 = (01 +x2 + x3)% — 2(x1x2 + x1x3 + x2%3) .
Itt mér csupa elemi szimmetrikus polinom szerepel. Tehat végiilis

2 .
f=O'1 —20’2—l0’3.
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Azaz f kifejezésekor Osszeadast, kivondst, szorzast, €s f egyiitthat6it hasznaltuk fel.

De polinomnak pontosan azokat a kifejezéseket neveztiik, amelyek az emlitett harom
miivelet haszndlatakor keletkeznek. Vagyis azt mondhatjuk, hogy f-et az elemi szimmet-
rikus polinomok polinomjaként irtuk fel. Valoban, ha

F(y1,y2,y3) = i — 2y2 —iy3 € Clyi, y2, y31,
akkor a fenti képlet szerint
f =F(o1,02,03),
(az egyenlGséget gy kell érteni, hogy a két oldal, mint x1, x2, x3 polinomja, megegyezik).

Most mar nem lehet gondunk az egyértelmiiség megfogalmazdsa sem: arrdl van szd, hogy
f(x1, x2, x3) az F(y1, y2, y3) polinomot egyértelmiien meghatarozza.

2.7.3. Tétel [A szimmetrikus polinomok alaptétele]. Legyen R szokdsos gytird. Ekkor min-

den f € R[xy, ..., x,] szimmetrikus polinom egyértelmiien felirhat6 az elemi szimmetri-
kus polinomok polinomjaként. Ez azt jelenti, hogy Iétezik pontosanegy F € R[y1, ..., yn]

polinom, melyre
f: F(O‘l,...,Un).
A F egyiitthatoi a f egyiitthatoibol dsszeadas és kivonds segitségével kaphatok.

Bizonyitds. Egyben eljarast is fogunk adni arra, hogy egy konkrét polinomot hogyan fejez-
ziink ki az elemi szimmetrikus polinomokkal.

2.7.1. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy ha az

ki k
Py stk e Ry, -l
polinomban az y; helyére a o;(xy, ..., x,) elemi szimmetrikus polinomot helyettesitjiik,

akkor

kit-tkn  ko+-+ky kn—1+kn _k
rx; Xy R S R

lesz az eredmény fGtagja.

Latjuk, hogy a kapott f6tagban a kitevok sorozata csokkend. Ez nem véletlen, hanem
igy van minden szimmetrikus polinomban.

2.7.2. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy ha az f € R[xy, ..., x,] szimmetrikus polinom
fotagja

rx;"'xgnz coexp
akkor m; > mp > --- > m,, és f minden tagjdban mindegyik hatdrozatlan kitevGje

legfeljebb m lehet. Igazoljuk, hogy az f polinomnak legfeljebb (m + 1)" tagja lehet.

Legyen hét adva egy f € R[xy,...,x,] szimmetrikus polinom. Le szeretnénk vonni
belble egy
ki ko kn

g =150,0,"...0,



76 2. Polinomok

alakd polinomot Ugy, hogy a f6tagja kiessen, de ne is termel6djon kozben az eredeti f6-
tagndl lexikografikusan nagyobb tag. Ha f f6tagja rx|"'x5”...x,", akkor az el6z8 két

gyakorlat szerint, ha s-et r-nek valasztjuk, a k; szamokat pedig dgy, hogy
ki+--+ky=my, k+---+ky=my, ..., kpi+ky=mu_1, k,=m,

legyen, akkor f és g f6tagja meg fog egyezni. Mivel m; > my > --- > my, a k; szdmokat
meg is lehet igy vélasztani, a kovetkez6képpen:

ky=my—my, ky=my—ms3z, ..., ky_1=mp—my_1, ky=m,.

Az f — g szintén szimmetrikus polinom. Ha nulla, akkor készen vagyunk, hiszen g mar
az elemi szimmetrikus polinomok polinomja. Ha nem, akkor is tudjuk, hogy f — g f6tagja
mar lexikografikusan kisebb, mint f eredeti f6tagja volt. Abban reménykediink, hogy ezt
az eljarast ismételgetve véges sok lépésben mar a nulla polinomhoz jutunk, ami azt jelenti,
hogy az eredeti polinomot felirtuk az elemi szimmetrikus polinomok polinomjaként.

A fenti 2.7.2. Gyakorlat mutatja, hogy az eljards sordn soha nem fog m -nél nagyobb
kitevd el6fordulni. Vagyis mindegyik kitev m + 1-féle lehet: O, 1, ..., m valamelyike.
Ezért az eljards sordn keletkezd fotagbol sem lehet tobb, mint (m + 1)", azaz csak véges
sok. Az eljaras tehat tényleg véges sok 1épésben véget ér.

Most ratériink az egyértelmiiség bizonyitasara. Tegylik fel, hogy F, G € R[y1, ..., yal,
és F(o1,...,0,) = G(o1,...,0,) (mint xq, ..., x, polinomjai). Meg kell mutatnunk,
hogy F = G. Ha H jeloli az F — G kiilonbséget, akkor H (o, ..., 0,) = 0, és be kell
latni, hogy H = 0. Tegyiik fel, hogy H # 0, meg kell keresniink a H (o1, ..., 0,) egy
olyan tagjat, ami nem tud kiesni, ha a helyettesités utdn az 6sszevondsokat elvégezziik.

Ha rylf1 y§2 . y,li” egy tagja H-nak, akkor ebbdl a o;-k behelyettesitése utdn sok tag
keletkezik, amelyek koziil

p— rx/f1+~-+knx12<2+--~+kn o xsn:ll-l-knxicn
a lexikografikusan legnagyobb. A P-t kiejthetik a H egy masik tagjabodl keletkezd tagok,
hacsak nem érjiik el, hogy azok mind lexikografikusan kisebbek legyenek, mint P. Hogyan
kell ehhez a k1, . . ., k,, kitevOket valasztani?

Elsének H minden ryll<1 ylz€2 . y,li” tagjahoz készitsiik el a k; + - - - + k,, Osszeget, a leg-
nagyobb ilyet jelolje m . Dobjuk ki H 0sszes olyan tagjat, amiben ky + - - - + k, < mj.
A megmarado6 tagok mindegyikére szamitsuk ki a k; + - - - + k,, Osszeget, és a legnagyobb
ilyet jeldljiik m,-vel. Dobjuk ki most azokat a tagokat is, ahol kp + - - - 4+ k, < m». Foly-
tassuk az eljarast. Az utolsé 1épésben a megmaradé tagok koziil azokat nézziik, amelyekre
k, a legnagyobb, ez a legnagyobb érték legyen m,,. Azt éllitjuk, hogy H-nak csak egyetlen
olyan tagja marad, ahol k,, = m,, is teljesiil.

Tegyiik fel ugyanis, hogy a megmaradt két ilyen tag is: rylf' y;(z . y,lf” és r’yicl y];z . y,li".
Ekkor tudjuk, hogy k, = m, = k;. Tovabba k, | +k, = m, |, =k, _, + kj,, tehat
kn_1 =m,_, —m, =k,. Es igy tovdbb, végiil k, +--- +k, =m, =k, + - + k/, miatt
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k, = m, —m,; = kj. De ekkor H-nak ez a két tagja ugyanaz, hiszen az 6sszes kitevgjiik
megegyezik.

Kijeloltiik tehat H egy egyértelmiien meghatirozott ryf‘ y§2 . y,’f” tagjat, aminek az a
tulajdonsédga, hogy ralk lo*zk2 ..o fétagja lexikografikusan nagyobb, mint a H bérmely
mads tagjabdl a o;-k behelyettesitéskor keletkezd barmelyik tag. Ezért ez a f6tag nem eshet

ki. Ezzel a szimmetrikus polinomok alaptételének a bizonyitasat befejeztiik. 0
Az alaptétel szerint az
sk(xl,...,xn)=x]f+x’2‘+---+x£ (k=0

hatvdanydsszegeket is ki lehet fejezni a szimmetrikus polinomokkal. Erre nem mutatunk
explicit képlet, hanem csak egy olyan Osszefiiggést, amibdl az sy, s2, 53, ... hatvanyossze-
geket sorra ki lehet szdmitani.

2.7.4. Tétel [Newton-Girard formulak]. Az sy = si(xq, ..., Xxn) €s ox = or(x1,...,X,)
polinomokra k > n esetén

Sk — 018k—1 + 028—2 — + - + (= 1" oy 15knt1 + (= 1)"0pSk—n = 0,
ha viszont k < n, akkor
Sk — 01861 + 025k—2 — + -+ + (= 1)* o151 + (= 1) ko = 0.
Bizonyitds. Az elemi szimmetrikus polinomokat definial6
x=x1)..x—x)=x"—ox" L+ ox" 2=+ + (=)0,
azonossagba helyettesitiink x helyére x j-t. Ekkor a baloldalon nulldt kapunk, ezért

X' — o*]x;?_l + o' =+ 4 (=10, = 0.

n .
J J
Szorozzuk ezt meg xﬁ_"—nel, és adjuk Ossze a kapott azonossagokat a j = 1,2,...,n
értékekre. Ekkor az elsd Newton-Girard formulét kapjuk.

A masodik formulét n szerinti indukcidval bizonyitjuk be, n = k-t6l elindulva. Ha
n = k, akkor a médsodik formula ugyanaz, mint az els6 (tehét igaz). Az indukcid sordn

feltessziik, hogy az allit4s igaz n — 1-re (ahol n — 1 > k), és belatjuk, hogy n-re is igaz.

2.7.5. Lemma. Tegyiik fel, hogy az f € R[xy, ..., x,] polinomban nincs olyan tag, amely-
ben mindegyik hatirozatlan el6fordul. Ha f-re teljesiil az, hogy barmelyik hatarozatlan
helyébe nullat helyettesitve f-bol a nullapolinom lesz, akkor f maga is a nullapolinom.

A lemma allitasa nyilvanvald, hiszen ha f-nek lenne egy nem nulla tagja, akkor a feltétel
szerint ebben nem szerepel valamelyik x; hatdrozatlan, tehdt ez a tag megmarad akkor is,
amikor x; helyébe frunk nullat. A lemmat alkalmazzuk a masodik Newton-Girard formula
baloldalan 4116 polinomra. Mivel ez homogén k-adfokd, egyetlen tagban sem szerepelhet
mindegyik véltozé (hiszen k < n). Helyettesitsiink az x,, véltoz6 helyébe nullat. Ekkor
si(x1, ... xp)-bOl s (x1,...x,-1) lesz, 0j(x1, ...x,)-bOl pedig 0 (x1,...x,-1). Vagyisa
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Newton-Girard formula eggyel kevesebb valtozés alakjat kapjuk, amirdl az indukcids fel-
tevés miatt tudjuk, hogy igaz. Ugyanez torténik akkor is, ha x, helyett egy masik valtoz6
helyébe frunk nullét, hiszen polinomjaink szimmetrikusak. A lemma feltételei tehét telje-
stilnek, ami a masodik Newton-Girard formulat bizonyitja. O

Ez a gondolatmenet megmagyardzza azt is, hogy miért a k szdm szerepel a masodik
Newton-Girard formula végén: a k = n esetben ez 6roklédik az elsd formulabdl, utdna
pedig n novelésével nem véltozik meg.

Gyakorlatok, feladatok

2.7.3. Gyakorlat. Igaz-e, hogy szimmetrikus polinom minden homogén komponense is
szimmetrikus?

2.7.4. Gyakorlat. Egy 3-hatdrozatlanti szimmetrikus polinom lexikografikusan legnagyobb
tagja xlzx%x3. Lehet-e neki tagja x1x§x3? Szerepelhet-e hatodfoku tag? Hany tag lehet leg-
feljebb? Amikor elemi szimmetrikusakkal irjuk fel, mi az eljaras elso 1épése?

2.7.5. Gyakorlat. A 2.6.3. Gyakorlatban szerepld p polinomban helyettesitsiik be minde-
gyik x; helyére a négy hatarozatlani o; elemi szimmetrikus polinomot, és adjuk meg az
eredménynek egy olyan tagjat, amelynek nem nulla az egyiitthatja.

2.7.6. Gyakorlat. Irjuk fel az elemi szimmetrikus polinomok polinomjaként az aldbbi po-
linomot:

fon = Y

I<i#j=<n

2.7.7. Gyakorlat. Hatarozzuk meg az x" 4+ x 4 1 polinom (komplex) gyokeinek kobossze-
gét, és a gyokok reciprokainak Osszegét (n > 2).

2.7.8. Gyakorlat. Legyenek a, b, ¢ az x3 4+ 3x + 1 polinom gydkei. Irjuk fel azt a harmad-
fokd normélt polinomot, melynek gyokei a?, b*, % illetvea +b,a +c¢, b+ c.

2.7.9. Feladat. Legyen f € R[xq, ..., x,] egy homogén k-adfokd szimmetrikus polinom,
melyben minden hatdrozatlan legfeljebb az m-edik hatvanyon szerepel. Mutassuk meg,

hogy ha olk b .a,f” nem nulla egyiitthatoval szerepel az f-nek az elemi szimmetrikus po-
linomokkal valé felirasdban, akkor

ki+ky+-+k,<m,
ki +2ky+ - +nk, =k.

Hogyan segitenek ezek a képletek az f polinom elemi szimmetrikus polinomokkal vald
eldallitasaban?
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2.8. Osszefoglal6

A komplex egyiitthatds polinomok olyan formadlis kifejezések, amelyek hatarozatlanokbodl
(,,ismeretlenekbdl”, ,,valtozokbdl™), €s komplex szamokbol keletkeznek Osszeadds, kivonds
és szorzas felhasznédlasaval. Egy hatdrozatlan esetén minden polinom a zardjelek kibonta-
saval f(x) = ap+aix +axx>+- - -+a,x" alakra hozhaté. Két ilyen alakban felirt polinom
akkor egyenls, ha a megfelel6 egyiitthatéik megegyeznek (2.1.1. Definicié). Definidltuk
polinomok Osszegét és szorzatit, amelyek a szokdsos szamoldasi szabdlyoknak tettek eleget
(2.1.4. Allitas). Bevezettiik a polinom fokdnak a fogalmat, és megmutattuk, hogy az dsszeg
foka legfeljebb a tagok fokainak maximuma lehet (2.1.2. Allitds), szorzat foka pedig a té-
nyez8k fokainak Gsszege, és ezért a polinomok szorzdsa nullosztémentes (2.1.2. Allités).
Ebbdl levezettiik, hogy a komplex egyiitthatds polinomok kozott csak a nem nulla konstans
polinomoknak létezik inverze (2.1.5. Allitds).

Felmeriilt az igény, hogy egy polinom egyiitthat6i ne csak szdmok, hanem példdul mod m
maradékok, vagy (a tobbhatdrozatland polinomok kényelmes bevezetéséhez) akar polino-
mok is lehessenek, széval mindenféle, amivel a ,,szokdsos szabdlyok szerint” szdmolni
szoktunk. Ezért definidltuk a kétvaltoz6s miivelet dltalanos fogalmat, és tobb fontos tulaj-
donsagat (asszociativitds, kommutativitds, neutrdlis elem, inverz, hatvany és tobbszoros:
221, 2.2.2, 2.2.3, 2.2.8. Definiciék). Ezekbdl a tulajdonsdgokbdl felépitettiik a félcso-

s s

port, a csoport, a gyiri és a test fogalmat (2.2.4, 2.2.5, 2.2.9, 2.2.10. Definiciok). Meg-

7 7

emlitettiik a részstruktardk (részcsoport, részgylrili) fogalmat is. Bevezettiik a nullosztd

7

fogalmat altalanos gy(riiben (2.2.13. Definici), €s megmutattuk, hogy minden ferdetest
nullosztomentes (2.2.14. Tétel). Szokésos gylirinek neveztiik a kommutativ egységelemes,

7 2

nullosztémentes gyf{riiket, mert ezek azok, ahol az Osszeadds, kivonds, szorzds a ,,szoka-
sos” tulajdonsagokkal rendelkezik. Bevezettiik a miivelettart6 leképezés altalanos fogalmat
(2.2.17. Definicio).

A 2.3. Szakaszban megmutattuk, hogy egy kommutativ, egységelemes gyfirt felett ho-

gyan értelmezhetiink polinomokat, és megallapitottuk, hogy ha a gy(ir{i nullosztomentes is,
akkor éltaldban is igazak maradnak a komplex egyiitthatds polinomokra megismert alaptu-
lajdonsagok. A 1.6. Szakasz mintdjara a polinomok preciz bevezetésének egy modjardl is
sz0 esett.

7 7

Egy R gylri feletti polinom esetében definidltuk, hogy hogyan lehet behelyettesiteni

az R gylrd elemeit, és bevezettik a gyok és a gyoktényezé fogalmat (2.4.3. Definicio).

7 2z

A Horner-elrendezés lehet6vé tette az elemek gyors behelyettesitését, és a gyoktényezdk
kiemelését (2.4.4. Allitas). Megmutattuk, hogy nullosztémentes gyiird felett a gyokténye-
70k egyszerre is kiemelhetdk, és ezért egy polinomnak legfeljebb annyi gyoke lehet, mint
a foka (2.4.5. Tétel). Ebbdl adédott a polinomok azonosségi tétele (2.4.6. Kovetkezmény),
amely szerint ha két polinom tobb helyen megegyezik, mint a fokuk, akkor a két polinom
(egyiitthat6rdl egyiitthatéra) egyenlS. Bevezettiik a polinomfiiggvény fogalmat (2.4.1. Defi-

nicio), €és megmutattuk, hogy végtelen gytr( felett ez meghatdrozza a polinomot, de véges
gytri felett nem. Roviden szot ejtettiink a Lagrange- €s Newton-interpolaciordl is.
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Ha egy polinombdl az 6sszes gyoktényezot kiemelve csak egy konstans marad (ez sziik-
ségképpen a polinom féegyiitthatéja lesz), akkor azt mondjuk, hogy a polinomot gydk-
tényezds alakra bontottuk. Ez mindig bekovetkezik ugynevezett algebrailag zdrt alap-
test esetén, ezek azok a testek, amelyekben minden nem konstans polinomnak van gyoke
(2.5.1. Definici6). Specidlisan a komplex szdmok teste is algebrailag zart, ez az algebra
alaptétele (2.5.2. Tétel), amelyet egyel6ére nem tudtunk bebizonyitani. Bevezettiik a gyok
multiplicitdsanak, azaz a t6bbszoros gyoknek a fogalmét (2.5.3. Definicid). A gyokténye-
z0s alak beszorzasédval kaptuk a gyokok és egyiitthatok kozotti osszefiiggéseket (2.5.4. Tétel,
2.5.5. Kovetkezmény).

A tobbhatdrozatlanii polinomokat indukciéval olyan egyhatdrozatlant polinomként defi-
nidltuk, amelyek egyiitthatdi eggyel kevesebb hatarozatland polinomok (2.6.1. Definicid).
Nullosztémentes gy(r( felett ezek is nullosztémentes gy{irit alkotnak, melynek invertal-
hat6 elemei az invertdlhat6 konstans polinomok lesznek. Definidltuk tobbhatdrozatland
polinom fokét, és a homogén polinomokat. Bevezettiik egy polinom tagjainak lexikogra-
fikus rendezését (2.6.3. Definicid). Megmutattuk, hogy nullosztomentes gy(ri felett két
polinom szorzatdnak lexikografikusan legnagyobb tagja (azaz f6tagja) a két tényezd f6tag-
jainak szorzata (2.6.5. Kovetkezmény).

Egy polinomot szimmetrikusnak neveziink, ha barmely két hatdrozatlan cseréjekor 6n-
magdba megy at. Ilyenek a gyokok és egyiitthatok osszefiiggéseibdl kapott elemi szimmet-
rikus polinomok (2.7.2. Definici6). Belattuk a szimmetrikus polinomok alaptételét, mely
szerint minden szimmetrikus polinom egyértelmtien felirhat6 az elemi szimmetrikus poli-
nomok polinomjaként (2.7.3. Tétel). Végiil levezettiik a hatvanyosszegeket az elemi szim-
metrikus polinomokbdl rekurzivan el64llité Newton-Girard formulédkat (2.7.4. Tétel).



3. A POLINOMOK SZAMELMELETE

Ha van két nem egyenlé szdmunk, a kisebbet
vdltakozva mindig kivonjuk a nagyobbdl, és
a maradék sosem osztia a megeldzd szdamot,
mig csak nem az egység a maradék, akkor az
eredeti szamok relativ primek.

Euklidész: Elemek
(Mayer Gyula forditdsa)

Konyviink eddigi részében 1ényegében csak kozépiskolai ismeretekre tdmaszkodtunk.
Ez most sem valtozik meg, de a polinomok szdmelméletének tirgyaldsakor nagyon hasz-
nos, ha az olvas6 mar rendelkezik néhdny alapvetd ismerettel az egész szadmok szamel-
méletérdl. Ezek az ismeretek megszerezhetdk példaul Freud Rébert és Gyarmati Edit [4]
konyvének elsé fejezetébdl. Konkrétan érdemes atvenni az oszthatésdg alaptulajdonsagait,
az egység fogalmdt, a legnagyobb kozos oszt6 definicijat €s meghatdrozdsat az euklideszi
algoritmussal, a felbonthatatlan és primszam kozotti kiilonbséget, és végiil a szamelmélet
alaptételét, bizonyitassal egyiitt.

3.1. Szamelméleti alapfogalmak

Az egész szamok kozott a szamelmélet alaptétele teszi lehetdvé, hogy egy szam szorzatra
bontésait attekintsiik. Ugyanigy fontos tudnunk azt is, hogy polinomokat hogyan lehet
szorzattd bontani. Példaul x> 4 1 a komplex egyiitthats polinomok kozétt felbonthaté:

A Hl=@ i —i).
Vizsgaljuk meg, hogyan bonthat6 ol a valos egyiitthatés polinomok kézott. Ha

1= f)gk),

akkor f és g fokainak 0sszege kett6. Ha f els6foki lenne, azaz f(x) = ax+b, ahola # 0,
akkor a valés —b/a szdm gyoke lenne x2 + 1-nek, ami lehetetlen. Ezért a fenti felbontdsban
f és g egyike konstans polinom kell, hogy legyen. Tehat csak olyasféle felbontds 1étezik,
mint példaul
4 1= 2/3)(G/2x* + (3/2)).
81
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Ez a felbontds nem érdekes, hiszen nem mond semmi tjat az x> + 1 polinomrél. Példdnk
azt mutatja, hogy C[x] és R[x] ,,szdmelmélete” masmilyen, vagyis minden egyes R gyir(

ol

esetében az R[x] polinomgyfir(t kiilon kell megvizsgalni szdmelméleti szempontbdl.

3.1.1. Gyakorlat. Hatdrozzuk meg az x> —2 polinom 8sszes lehetséges felbontésait a valds
egyiitthatds, illetve a raciondlis egyiitthatds polinomok gyfirtijében.

3.1.2. Gyakorlat. Hatirozzuk meg az x2+1 polinom felbontésait Z[x]-ben és Z3[x]-ben.

Szamelméleti kérdéseket nem csak az egész szdmok és a polinomok kozott érdemes vizs-
gdlni. Péld4ul az tigynevezett Gauss-egészek az a+-bi alaki komplex szdmok, ahol a és b egé-
szek (2.2.15. (2) Gyakorlat). Ezek kozott is érvényes a szamelmélet alaptételének megfeleld
allitas, és ennek felhaszndldsdval érdekes egész szdmokra vonatkozé problémadkat oldhatunk
meg (példaul kiderithetjiik, mely egész szamok allnak eld két négyzetszam Osszegeként).

Ha ilyen sokféle gytriiben kell szamelmélettel foglalkozni, akkor az a gazdasdgos hoz-
z44ll4s, ha a fogalmakat egy altalanos gy(rliben definidljuk, és 4ltaldnos tételeket bizonyi-

s 2

tunk. Az aldbbiakban mindig az egész szdmok 7Z gytr(jét tartsuk szem el6tt féopéldaként.

v

3.1.1. Definicié. Legyen R kommutativ gy{ird. Azt mondjuk, hogy az r € R elem osztja
az s € R elemet, ha van olyan # € R, hogy rt = 5. Az oszthat6sag jele r | s. Azt, hogy
r | s, gy is mondjuk, hogy r osztdja s-nek, illetve hogy s tobbszorose r-nek.

Az 4thuizott oszthat6sag jel azt jelenti: nem oszthaté. Néha fontos feltiintetniink a jelo-
1ésben is, hogy melyik gytr{iben értjiik az oszthatésagot, ilyenkor » | s helyett r |r s-et
frunk. Példdul 2 {7 3, de 2 |g 3 (hiszen 2 - (3/2) = 3). Hasonl6képpen 2 {7y} 3x + 1, de
2 Q) 3x + 1.

3.1.3. Gyakorlat. Legyen R kommutativ gy(rd, és r, s, ¢ € R. Igazoljuk az aldbbiakat.
(1) Har | sésr | t,akkorr | s 1.
(2) Har | s, akkor r | st (sOt rt | st).
(3) Har | s éss | t, akkor r | ¢ (az oszthatOsag tranzitiv).
(4) Ha R egységelemes, akkor r | r minden r € R esetén (az oszthatdsdg reflexiv).

3.1.4. Gyakorlat. Igazoljuk, hogy a nulla csak a nulldnak osztéja (azaz 0 | s = s = 0),
de minden elemnek t6bbszorose (azaz r | 0 minden r € R esetén). Egy testben mikor
teljesiil az r | s oszthat6sag?

3.1.5. Gyakorlat. Igazoljuk, hogy ha n egész szdm, akkor egy p € Z[x] polinom akkor
és csak akkor oszthatd (Z[x]-ben) n-nel, ha minden egyiitthatdja oszthatd (Z-ben) n-nel.
Altaldnositsuk a feladatot Z helyett tetsz6leges R kommutativ, egységelemes gyfriire.

Az egész szamok kozott megszoktuk, hogy egy szdm é€s ellentettje oszthatdsag szem-
pontjabol ugyanugy viselkedik. A valds egyiitthatos polinomok kozott azonban egy f
polinom kétszerese (fele, sét +/2-szorose, w-szerese) is ugyanigy viselkedik, mint f. Va-
I6ban f | 2f és2f | f isigaz (utébbi azért, mert az 1/2 is valds szdm), és igy f-nek és
2 f-nek ugyanazok az osztdi is, €s a tobbszordosei is.
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3.1.2. Definicid. Legyen R kommutativ gy(ir. Azt mondjuk, hogy az r,s € R elemek
egymas asszocidltjai, ha egymas osztoi (vagyis r | s és s | r is teljesiil). Az asszocidltsag
jeler ~s.

Az ,asszocidlt” sz6 helyett tehat ezt is mondhatjuk: ,,0szthatésag szempontjabol egyfor-
man viselkedd, megkiilonboztethetetlen”. Igy szoba jonne a kovetkezd definiciod is: r és s
asszocidltak, ha tetsz6leges ¢t € R esetén r | t és s | t ugyanakkor teljesiil (vagyis ha a két

o

elemnek ugyanazok a tobbszoroseik). Igy az asszocidltsdg nem egységelemes gyiiriiben is
reflexiv lenne (vo. 3.1.21. Gyakorlat). Az olvasénak érdemes végiggondolnia, hogy egység-

o o

elemes gytrtiben, ahol tehat minden elem oszt6ja 6nmaganak, az oszthatdsag tranzitivitdsa
miatt ez ugyanaz az asszocidltsdg-fogalom, mint ami a fenti 3.1.2. Definiciéban szerepel.

3.1.6. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy ha R egységelemes, kommutativ gy{ir(, akkor

(1) Minden r € R esetén r ~ r (az asszocidltsag reflexiv).
(2) Har ~ s, akkor s ~ r (az asszocialtsag szimmetrikus).
(3) Har ~ s éss ~ t, akkor r ~ ¢t (az asszocidltsag tranzitiv).

Tegyiik fel, hogy r és s asszocidltak. Ekkor re = s és se’ = s teljesiil alkalmas e, ¢’ € R
elemekre. Innen ree’ = s¢’ = r. Ha R egységelemes és nullosztémentes, akkor r # 0

7 7

esetén r-rel egyszerdsithetiink, és ee’ = 1 adddik. Ezt ugy is fogalmazhatjuk, hogy e | 1.

7

3.1.3. Definicid. Legyen R kommutativ, egységelemes gytird. Azt mondjuk, hogy aze € R
elem egység, ha az egységelemnek (vagyis az 1 elemnek) osztéja.

Ne tévessziik 0ssze tehit az egység és az egységelem fogalmét! Az egységelem az az
1 € R elem, amelyre 1r = r1 = r teljesiil minden r € R esetén. Az egységek ennek az
0szt6i, vagyis az R invertdlhaté elemei (lasd a 2.2.3. Definicidt). Az egységek tehat az R
halmaznak, azaz R multiplikativ csoportjdnak az elemei. (Az ,,egység” és ,,invertdlhat6”
szavak kommutativ, egységelemes gylir(iben szinonimdk, de szdmelméleti izl vizsgédlatok-
ban inkdbb az egység sz6 haszndlatos.) Példaul Z egységei 1 és —1.

Az R egy eleme tehat pontosan akkor egység, ha R minden elemének osztdja. Azt gondol-
hatnédnk, hogy érdemesebb az egységet igy definidlni, mert akkor a fogalom nem egységele-
mes gylrtiben is értelmessé valna. Azonban a 3.1.21. Gyakorlat szerint nem egységelemes,
de nullosztémentes gy(riiben nem lehetnek egységek ebben a kiterjesztett értelemben sem.

3.1.4. Allitis. Tegyiik fel, hogy R kommutativ, egységelemes, nullosztomentes (azaz szo-

o

kasos) gytird. Ekkor tetszbleges r € R asszocialtjai pontosan az egységszeresei.

Bizonyitds. A nulla asszocialtja nyilvéan csak a nulla lehet. Ha r # 0 és s € R asszociéltja
r-nek, akkor az imént beléttuk, hogy s az r-nek egységszerese. Megforditva, ha e egység,
azaz e¢’ = 1 alkalmas ¢’-re, akkor r és re asszocidltak, hiszen (re)e’ = r miattre | r. [

3.1.7. Gyakorlat. Igazoljuk, hogy Z[x] egységei az 1 és —1 konstans polinomok, R[x]
egységei pedig a nem nulla konstans polinomok. Altaldban mutassuk meg, hogy ha R szo-

kasos gytrt, akkor R[x] egységei pontosan R egységei lesznek (mint konstans polinomok).
Specidlisan tehat test f6lotti polinomgytir egységei a nem nulla konstans polinomok.
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A kovetkezd célunk a szdmelmélet alaptételének megfeleld éllitds megfogalmazdsa tet-
szbleges gylirliben. Az egyszeriiség €s a jobb érthetdség kedvéért mostantol a szamelméleti
vizsgdlatok sordn feltessziik, hogy minden gyiirii kommutativ, nullosztomentes és egység-
elemes, azaz szokdsos gyiirii. (Néhany feladatban azért meg fogjuk vizsgalni, hogy ezek a
feltevések mindig sziikségesek-e.)

A szdmelmélet alaptétele durvin fogalmazva azt mondja ki, hogy minden szdmot egyér-
telmen f6l lehet bontani olyan szamok szorzatara, amik tovabb mér nem bonthatok. A ,,to-
vabb mdr nem bonthaté” szam fogalmat azonban pontosan definidlnunk kell, hiszen pél-
ddul a 7, amit az egész szamok kozott ,,tovabb méar nem bonthaténak™ gondolunk, igenis
felbonthat6:

T7=1-7=7-1=(-1)-(=7)=(-7)-(—1).
Azonban masféle felbontas nincs, ezek pedig ugyanugy érdektelenek, mint ahogy a fenti
példaban érdektelen volt, amikor az x> + 1 polinombdl kiemeltiik a 2/3-ot. Ezekben az
»erdektelen” felbontdsokban az a kozos, hogy egy egységet emeliink ki, €s ami megmarad,
az az eredeti elemnek egy asszocidltja. Az ilyen felbontést trividlisnak nevezziik.

s 2

3.1.5. Definicid. Legyen R szokdsos gytirt, és 0 # r = bc, ahol r, b, ¢ € R. Azt mondjuk,
hogy az r elemnek ez a felbontdsa trividlis, ha b és c egyike r-nek asszociéltja. Ami ezzel
ekvivalens: b és ¢ koziil a masik egység.

Egy elem tehat akkor lesz ,,tovdbb mar nem bonthaté”, ha nincs nemtrividlis felbontdsa
(azaz ha van is felbontdsa, az csak trividlis lehet). Ilyen tulajdonsdgti elem az 1 ésa —1is az
egész szamok kozott, de ezeket mégsem tekintjiik épitdkének akkor, ha egy altalanos sza-
mot akarunk minél jobban szétbontani. Ezért a most kovetkez6 definiciéban az egységeket
is kizarjuk.

3.1.6. Definicié. Legyen R szokdsos gyird. A p € R elemet felbonthatatlannak vagy irre-
ducibilisnek nevezziik, ha nem nulla, nem egység, és p-nek nincs nemtrividlis felbontdsa.

A fenti példdk szerint a 7 szam felbonthatatlan Z-ben, az x> + 1 polinom pedig felbont-
hatatlan, mas széval irreducibilis R[x]-ben, de nem irreducibilis C[x]-ben.

Az ,irreducibilis” és ,felbonthatatlan™ szavak tehat ugyanazt jelentik. Ha a vizsgalt
gylrd elemei szdmok (példdul egészek vagy Gauss-egészek), akkor szokdsosabb a ,fel-
bonthatatlan™ sz6t hasznédlni. Ha viszont egy R[x] polinomgyfiriben dolgozunk, akkor
inkabb az ,,irreducibilis polinom” kifejezést hasznédljuk. Ahelyett, hogy ,, f irreducibilis
R[x]-ben” sokszor azt fogjuk mondani, hogy ,, f irreducibilis R folott”. Ha egy nem nulla
és nem egysé€g polinom nem irreducibilis, akkor reducibilisnek is hivjuk majd.

3.1.7. Definicié. Azt mondjuk, hogy az R gyiirliben érvényes a szamelmélet alaptétele
(azaz hogy R alaptételes), ha R minden nem nulla és nem egység eleme sorrendtdl és
asszocidltsagtol eltekintve egyértelmien felirhaté R irreducibilis elemeinek szorzataként.

Kiilon is felhivjuk a figyelmet arra, hogy csak a nem nulla és nem egység elemeket
akarjuk felbontani irreducibilisek szorzatara. Szokdsos gytriiben mdst nem is lehet: a nulla
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minden felbontdsdban lesz nulla tényezd, ami nem irreducibilis, egy egység felbontdsdban
pedig minden tényezs egység lesz.

Most precizen megfogalmazzuk, mit is jelent a felbontés egyértelmiisége. A 15 szdmot
az egész szamok kozott négyféleképpen bonthatjuk felbonthatatlanok szorzatéra:

15=3.5=5-3=(=3)- (=5 =(=5-(-3).

Az elsd felbontasbdl az utolsét gy kapjuk meg, hogy megcseréljiik a sorrendet, majd mind-
két tényezOnek vessziik egy-egy asszocidltjat. Ezt dltalanositva a felbontds egyértelmiisége
a kovetkez6t jelenti. Barhogy is vessziik az r elemnek két

r=pt.-.-Pe=4q1---qe

felbontasat irreducibilisek szorzatéra, a tényez6k szama ugyanannyi (tehat k = £), és a két
felbontds tényez6i egymadssal parba allithatok Gigy, hogy a parok tagjai egymads asszocidltjai
legyenek. Ezt a parba allitdst még formalisabban ugy fogalmazhatjuk, hogy 1étezik olyan
g kolcsonosen egyértelmi megfeleltetése az {1, 2, ..., k} halmaznak 6nmagéba gy, hogy
pi €s parja, azaz g, (;) asszocialtak.

Az egész szamok alaptétel szerinti felbontdsdban 6ssze szokds vonni az ,,egyforma” fel-
bonthatatlanokat, ekkor kapjuk egy szam kanonikus alakjdt. A polinomok gyoktényezds
alakjanak vizsgélatakor is beszéltiink kanonikus alakrdl hasonl6 értelemben. Mi is lesz a
—4 szam kanonikus alakja?

—4=2.(-2)=(-2)-2= —2?2 = _(_2)2 )

vagyis az asszocidlt felbonthatatlanokat csak ugy tudjuk dsszevonni, ha egy —1-es tényezd
is megmarad! Ezért a kanonikus alakban meg kell engedniink egy egység tényezot is.

3.1.8. Definicid. Az r # 0 elem kanonikus alakja

r=epi'...py",
ahol e egység, a p; paronként nem asszocidlt felbonthatatlan elemek, az «; pedig nemne-
gativ egész szamok.

Kanonikus alakja az egységeknek is van, példaul a fenti képletben vehetjik az m = 0
értéket. Az elemi szdmelméletbdl tudjuk, hogy az «; kitevokrdl néha érdemes feltenni,
hogy mindegyik pozitiv (ez a helyzet példdul, ha az Euler-féle ¢ fiiggvény képletét akarjuk
alkalmazni), néha viszont célszerli megengedni a nulla kitevoket is (ha tobb szam kano-
nikus alakjdban ugyanazokat a felbonthatatlan elemeket akarjuk szerepeltetni, példaul a
legnagyobb kozds oszté meghatdrozdsakor).

3.1.8. Kérdés. A kozonséges pozitiv egész szamok kanonikus alakjanak vizsgédlatakor a
szamelméletben miért nem szokds az egységtényez6rdl beszélni? Mely negativ egész sza-
mok felirdsakor lehet elkeriilni az egységtényezot?

3.1.9. Gyakorlat. Fogalmazzuk meg pontosan, hogy milyen értelemben egyértelmii a ka-
nonikus alak, és bizonyitsuk is be az allitast.
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Ebben a fejezetben még nem foglalkozunk azzal a kérdéssel, hogy altaldnos gytirliben
hogyan (és milyen feltételek mellett) lehet bebizonyitani a szamelmélet alaptételét. Annyit
azonban megtesziink, hogy roviden atismételjiik azt az utat, ahogy az egész szamok gy(ri-
jében az alaptétel bebizonyithatd, mert ez elvezet benniinket néhany fontos fogalomhoz.

Az egész szamok kozott megmutattuk, hogy elvégezhetd a maradékos osztds, és ennek
felhaszndlasdval az euklideszi algoritmus, amellyel el6allithat6 tetszdleges két a és b szam
(a, b) legnagyobb kozos osztoja. Az euklideszi algoritmusbdl azt is lattuk, hogy (a, b) fel-
irhat6 ax 4 by alakban, ahol a és b egész szamok. Ebbdl levezettiik, hogy az egész szamok
korében minden felbonthatatlan p elem primtulajdonsdgu, azaz ha p oszt6ja egy szorzat-
nak, akkor osztdja valamelyik tényezdnek is. A primtulajdonsdgbdl konnyen kovetkezik a
szamelmélet alaptételének egyértelmiiségi allitdsa. A felbontds 1étezésének bizonyitdsdhoz
azt haszndltuk fel, hogy ha egy szamot nemtrividlisan szorzatra bontunk, akkor a tényez6k
(abszolt értékben) kisebbek, mint az eredeti szam (abszolut értéke).

A most széba kertilt fogalmak koziil els6ként a legnagyobb kdzos 0sztét vizsgaljuk meg.
Altalanos gyfirtiben nem beszélhetiink arrél, hogy az egyik gyiirtielem ,,nagyobb” lenne a
madsikndl. Szerencsére az egész szamok esetében megtanultuk, hogy két szam legnagyobb
kozos osztdja nemesak nagysagra a legnagyobb a kozos osztok kozott, hanem oszthatosag
tekintetében is: a legnagyobb kozos osztd ugyanis minden kdzos osztonak tobbszordse.
Ez a definici6 mar tetszbleges gytrlire atvihetd. Hogy ezt a kiilonbséget hangsilyozzuk,
legnagyobb kozos o0sztd helyett kitiintetett kozos 0sztordl fogunk beszElni.

3.1.9. Definicié. Legyen R szokdsos gyfirli és r, s € R. Azt mondjuk, hogy egy ¢ € R elem
kitiintetett kozos osztoja r-nek és s-nek, ha t kozos oszté (azaz t | r ést | s), és t minden
kozos osztonak tobbszorose (azazhat’' | r ést’ | s, akkor t' | t). Az r és s relativ primek,
ha a kitiintetett kdz0s osztojuk egység.

3.1.10. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy ha a kitiintetett kozos oszt6 1étezik, akkor asszo-
ciéltsag erejéig egyértelmilien meghatarozott.

Ez az allitas lehetové teszi, hogy jelolést vezessiink be a kitiintetett kozos osztora, ami
ugyanugy (r, s) lesz, ahogy egész szdmok esetében. Fontos észben tartanunk azonban,
hogy ez az elem csak asszocidltsidg erejéig meghatirozott. Az egész szdmok kozott ezt a
problémat Ggy oldottuk meg, hogy a legnagyobb kozos osztonak mindig a nemnegativ ér-
tékét vettiik. Hasonl6képpen test f6lotti polinomok kdzott néha szokds a kitiintetett k6zos
oszténak azt az értékét venni, amely normalt polinom. Altaldnos gyiirtiben ilyen egyszerti-
sités nem lehetséges.

3.1.11. Gyakorlat. Legyen R alaptételes gyfird.

(1) Mutassuk meg, hogy R barmely két elemének 1étezik ,,kdz0s kanonikus alakja”,
amelyben ugyanazok a felbonthatatlanok szerepelnek, csak esetleg mas (és esetleg
nulla) kitevével.

(2) Hogyan jellemezhetjiik r és s k6z0s kanonikus alakja segitségével azt, hogy r osz-
tdja s-nek?
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(3) Mutassuk meg, hogy R barmely két elemének van Kkitiintetett k6zos osztdja, €s
adjunk is rd képletet a két szam kozos kanonikus alakja segitségével.

(4) Altaldnositsuk a kitiintetett kizos tobbszoros fogalmat is szokdsos gyfrtire. Mu-
tassuk meg, hogy ez asszocidltsag erejéig egyértelmii, hogy alaptételes gylirliben
mindig 1étezik, és adjunk ra képletet a kanonikus alak segitségével.

(5) Hogyan kell médositani a kapott képleteket, ha kettonél tobb szdm kitiintetett kozos
osztojdt, illetve kitiintetett k6zos tobbszorosét akarjuk kiszdmitani?

Az r és s elemek Kkitiintetett kozos tobbszorosét [r, s] fogja jeldlni, ez az elem is csak
asszocidltsag erejéig meghatarozott.

7 7

3.1.10. Definicid. Legyen R szokésos gyirid és p € R. Azt mondjuk, hogy p primtulaj-
donsdgu (vagy egyszeriien csak prim), ha nem nulla, nem egység, és tetszbleges r, s € R
esetén ha p | rs, akkor p | r vagy p | s.

3.1.12. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy minden primtulajdonsdgi elem felbonthatatlan,
és ha R alaptételes, akkor minden felbonthatatlan eleme prim.

Most kovetkezd célunk az, hogy a legfontosabb polinomgyiriikben bebizonyitsuk a
szamelmélet alaptételét, és hogy minél tobbet megtudjunk arrél, mik az irreducibilis po-
linomok ezekben a gyfirtikben.

Gyakorlatok, feladatok

3.1.13. Gyakorlat. Igaz-e a 2x | 3x2 oszthat6sag rendre a C, R, Q, Z f6lotti polinomok
gylriijében?

7

3.1.14. Gyakorlat. Legyen R szokdsos gylir(i, és r | s két eleme. Mi lesz a kitiintetett
kozos osztojuk? Mi lesz r és O kitiintetett k6zos osztdja?

sy

3.1.15. Gyakorlat. Legyen R szokdsos gyir{. A nulldnak lehet benne nemtriviélis felbon-
tdsa? Primtulajdonsdgu-e? Mi a helyzet az egységelemmel?

s 2

3.1.16. Gyakorlat. Igazoljuk, hogy ha R alaptételes gy(r(i, akkor tetszleges r, s, € R
esetén (rt, st) és (r, s)t asszocidltak (ez a kitiintetett kozos oszto kiemelési tulajdonsdga).
Vezessiik le ezt a tulajdonsdgot akkor is, ha R alaptételessége helyett azt tudjuk, hogy
tetszOleges r és s esetén (r, s) felirhatd rx + sy alakban alkalmas x, y € R elemekre.

sy

3.1.17. Gyakorlat. Legyen R szokdsos gy(r(i, amelyben barmely két elemnek van kitiinte-
tett kozos osztoja, €s erre €rvényes a kitiintetett kozos oszto kiemelési tulajdonsiga.

(1) Mutassuk meg, hogy ha egy elem osztdja egy szorzatnak, de relativ prim az egyik
tényez6hoz, akkor osztdja a masik tényezdnek. Képletben: har | st és (r,s) ~ 1,
akkor r | 1.

(2) Igazoljuk, hogy R minden irreducibilis eleme prim.

v

3.1.18. Feladat. Legyen R szokdsos gyird, amelyben mindegyik irreducibilis elem prim.
Mutassuk meg, hogy R-ben érvényes a szamelmélet alaptételének egyértelmiségi allitasa.
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3.1.19. Gyakorlat. Igazoljuk, hogy ha R alaptételes gyfirQ, akkor tetszbleges r, s € R ese-
tén (r, s)[r, s] és rs asszocialtak.

sy s

3.1.20. Gyakorlat. Legyen R az a + bi alaki szamok gyf(riije a szokdsos Osszeaddsra és
szorzdsra, ahol a, b € 7Z (ezek a Gauss-egészek, lasd 2.2.15. (2) Gyakorlat). Hatdrozzuk
meg 2-nek, és 1 + 3i-nek az Osszes kitiintetett kozos osztdjat R-ben.

3.1.21. Feladat. Mutassuk meg, hogy a pdros szdmok gy{ir(ijében nincsen olyan elem,
amely minden elemnek osztdja (ebben a gyfirliben), és nincsen primtulajdonsagi elem
sem. Mik lesznek az asszocidlt elemparok? Igazoljuk, hogy minden elem felirhaté irre-
ducibilisek szorzataként, de ez a felbontds nem mindig egyértelmii. Altalanositsuk a kapott
észrevételeket nullosztémentes, kommutativ, de nem egységelemes gyfir(re.

7

3.1.22. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy a Z[x] gy(r(iben a 2 és x elemeknek az 1 kitiinte-
tett kozos osztdja, de ez nem irhato fol 2p(x) + xg(x) alakban, ahol p, g € Z[x].

3.1.23. Feladat. Legyen R az a + bi+/5 alaki szdmok részgyiirtije C-ben, ahol a, b € Z.

(1) Mutassuk meg, hogy a 3 ebben a gyfirtiben felbonthatatlan, de nem prim.
(2) Létezik-e R-ben a 3-nak és a 2 + i+/5-nek kitiintetett kozos osztéja?
(3) Igaz-e R-ben a kitiintetett kozos osztd kiemelési tulajdonsaga (3.1.16. Gyakorlat)?

3.1.24. Feladat. Tekintsiik az R[x, y] polinomgyfirlinek azokat az elemeit, amelyekben
minden nem konstans tag legaldbb harmadfokd, de nem szerepel x2y2-es tag. Mutassuk

meg, hogy ezek egy R részgylriit alkotnak, amely szokdsos gytiri, de nincs barmely két
elemének kitiintetett k6z0s osztdja.

3.1.25. Gyakorlat. Legyen R azoknak a valds egyiitthatés ,,polinomoknak™ a halmaza,
amelyekben az x hatdrozatlan kitev6i nemcsak nemnegativ egész szamok, hanem tetsz6le-
ges nemnegativ valos szdmok lehetnek. Mutassuk meg, hogy R elemei kozott az osszeadds
és szorzas a szokasos polinomokhoz hasonl6an elvégezhetd, €s igy R szokdsos gyiir lesz,
amelyben azonban az x nem bonthato6 fel felbonthatatlanok szorzatéra.

3.2. A maradékos osztas

P

Az el6z6 szakaszban lattuk, hogy egész szamok kozott a szdmelmélet alaptételét végsd
soron a maradékos osztds 1étezésének koszonhetjiik. Test folotti polinomgyftirtiben szintén
elvégezhetd a maradékos osztds, és ezért itt is igaz lesz az alaptétel.

a2

3.2.1. Tétel. Legyen R szokdsos gytiri. Ekkor R[x]-ben minden olyan g € R[x] poli-
nommal lehet maradékosan osztani, amelynek foegyiitthatdja invertdlhato. Ez azt jelenti,
hogy tetszoleges f € R|[x] polinomhoz léteznek olyan q,r € R[x] polinomok, melyekre
f = gq+r,ésvagyr = 0, vagy r foka kisebb g fokandl. A q ésr polinomok egyértelmiien
meghatdrozottak.
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A most felirt maradékos osztisban a g polinomot hdnyadosnak, az r polinomot pedig
maradéknak nevezziik. Az r = 0 esetet azért kellett kiilon venniink, mert a nullapolinom-
nak nincsen foka.

Bizonyitds. Mint majd konkrét példdkon latni fogjuk, polinomok kozott az osztast ahhoz
hasonldéan kell elvégezni, ahogyan egész szamok kozott (kézzel) maradékosan osztunk,
még a jelolés is hasonld lesz. A most kovetkezd bizonyitds is ezt az eljarast koveti: f foka
szerinti indukcidval bizonyitjuk g és r 1étezését. Az f = 0 esetet ekkor kiilon meg kell
nézni, de az rendben van, hiszen a 0 = g - 0 + 0 megfeleld lesz. Ha f foka kisebb g

fokénal, akkor az f = g - 0 + f elddllitas lesz megfeleld, és igy az indukcié kezdSlépését
is megtettiik.

Tegyiik most fel, hogy f egy n-edfokud polinom, és hogy az n-nél kisebb foku polino-
mokra mdr igaz az allitds. Jelolje f fotagjat ax” és g f6tagjat bx™ (ahol tehat b invertalhat6
eleme R-nek). Mivel az m-nél kisebb foku f polinomokra mar belattuk az éllitast, feltehet-
jik, hogy n > m. Legyen fo = f — (a/b)x""™g. Ez értelmes, hiszen b-vel lehet osztani.
A kivondsndl f fGtagja kiesik, és igy fo foka kisebb, mint n (vagy fo a nullapolinom).
Az indukci6s feltevés miatt fy maradékosan eloszthaté g-vel: fo = gqo + r, ahol r = 0,
vagy r foka kisebb g fokandl. De innen

f=fo+ (a/b)x""g =g(qo+ (@/b)x"~") +r,

tehat f is eloszthaté maradékosan g-vel.

Az egyértelmiiség bizonyitdsahoz tegyiik fel, hogy f-et kétféleképpen is elosztottuk ma-
radékosan g-vel:

f=gq+ri=gq+nr,

ahol mind 1, mind r, vagy nulla, vagy g-nél kisebb foki polinom. Atrendezéssel

glqr—qo)=ry—r1.

A jobboldalon 4116 rp — r; polinom vagy nulla, vagy g-nél kisebb fokd. Ha g1 — ¢ # 0,
akkor viszont a baloldalon 4116 polinom foka legalabb annyi, mint g foka, hiszen szorzdsnal
a fokok 6sszeadddnak, ami ellentmondas. Ezért g; — g» = 0, de akkor nyilvan rp, —r; = 0,
és igy a két maradékos osztdsban a hdnyados €s a maradék is ugyanaz. 0J

A tételbdl latjuk, hogy specidlisan test f6l6tt minden nem nulla polinommal lehet mara-
dékosan osztani. A bizonyitdsban szerepld (a/b)x"~™ tag f és g fotagjainak hdnyadosa,
ez lesz a keresett g hanyados f6tagja. Az osztas elvégzésekor ezzel kell beszorozni g-t, az
eredményt f-bdl kivonni, €s a kapott polinommal ismételni az eljarast. Akkor allunk meg,
aglikor f foka mér g foka ald csokken. Példaként osszuk el a 2x3 42x2 +3x 42 polinomot
x“+ 1-gyel:
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234+ 232 43x +2 1 2241 =2x +2]

—2x34+ 0 +2x)
2x%+ x +2
—2x24+ 0 +2)

Lathatjuk, hogy a hdnyados 2x + 2, a maradék pedig x.

Az osztasndl kapott hanyados és maradék egyiitthat6i természetesen az R gy(ri elemei.
Ennek az észrevételnek, és a tétel egyértelmiiségi allitdsanak van egy fontos kovetkezmé-
nye. Képzeljiik el, hogy f és g raciondlis egyiitthatds polinomok, és g osztéja f-nek a
Clx] gytriben, vagyis l1étezik egy olyan ¢ € C[x] polinom, melyre gg = f. Azt éllitjuk,
hogy ¢ minden egyiitthat6ja raciondlis szdm, és igy g mar (Q[x]-ben is osztdja f-nek.

Ez kovetkezik abbdl, ahogy az osztdst végezziik, hiszen az f : g kiszdmitdsakor csak
a négy alapmiiveletre van sziikség, és megkapjuk ¢ egyiitthatéit. Elegdnsabb azonban az
allitast a kovetkez6képpen bizonyitani. Osszuk el maradékosan f-et g-vel (Q[x]-ben:

f=gq+ri,
ahol g1, r; € Q[x] (és r; = 0 vagy gr(r;) < gr(g)). Vessiik Ossze ezt az

S =89+0

Osszefiiggéssel. Ez két maradékos osztds C[x]-ben. Az egyértelmiiség miatt tehit g = g1,
vagyis g tényleg raciondlis egyiitthatds.

Ugyanez a gondolatmenet miikodik abban az esetben is, ha Q vagy C helyett a valés
szamok teste szerepel. Az aldbbi allitast ezért dltalanosan mondjuk ki: a C szerepét T, a Q
szerepét S fogja jatszani.

3.2.2. Allitas. Legyen T test, és S részteste T-nek. Ha f, g € S[x], és g osztéja f-nek
T [x]-ben, akkor osztoja S[x]-ben is.

A Kkitiintetett k6z0s oszté meghatarozdsara szolgdlé euklideszi algoritmus a maradékos
osztason alapszik, ezért tetszdleges test folotti polinomgyfriiben is elvégezhetd. Ezt az
eljarast roviden atismételjiik. Legyen T test, és f, g € T[x] két polinom. Készitsiik el az
alabbi maradékos osztasokat:

=8 +n
g§=rqz +rnr
ry=ryqs +r3

'n—2="n—1qn +1n

rn—1=Tnqn+1 +0.
Azitt szerepld rq, 2, . . . maradékok foka egyre csokken, és mivel ezek a fokok nemnegativ
egész szamok, elébb-utébb a maradék nulla lesz. A jelolést ugy valasztottuk, hogy r,
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legyen az utols6 nem nulla maradék. Az egész szdmokra tanult bizonyitds sz6 szerint
atvihetd: r, az f és g kitiintetett kozos osztdja lesz.

3.2.1. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy a fenti eljarasban kapott legutolsé nem nulla mara-

dék, vagyis az r, polinom az f és g polinomok kitiintetett k6zos osztdja, és ez eldallithatd
fp + gq alakban, ahol p és g alkalmas T'[x]-beli polinomok.

3.2.2. Feladat. Az euklideszi algoritmus fenti vazlatdban tobb pontatlansig is van. Keres-
stik meg, és javitsuk ki ezeket.

Mint tudjuk, a kitiintetett k6z0s oszto csak asszocidltsdg erejéig egyértelmd. Azt is lattuk
(a 3.1.7. Gyakorlatban), hogy egy test folott két polinom akkor €s csak akkor asszocidlt,
ha egymads konstansszorosai. Néha meg szokds dllapodni abban, hogy az (f, g) jelolés a
kitiintetett k6z0s osztok koziil az egyetlen normélt polinomot jeloli.

3.2.3. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy két raciondlis egyiitthatés polinom Q[x]-beli ki-
tiintetett kozos osztdja Clx]-ben is kitiintetett kozos osztd. Altalanositsuk az allitast.

7

Most még egy bizonyitast adunk arra, hogy test f6l6tti polinomgytiriiben 1étezik a kitiin-
tetett kozos osztd. Ez a bizonyitds egyszeriibb, mint a fenti, és bevezeti azt a modszert,
amellyel késobb a szdmelméleti kérdéseket gylirlikben vizsgélni fogjuk. Hatranya, hogy
segitségével nem lehet kiszdmitani a kitiintetett k6zos osztot, erre a célra tovébbra is az
euklideszi algoritmust hasznéljuk majd.

3.2.3. Tétel. Legyen T test. Ekkor tetszoleges két T tolotti f és g polinomnak Iétezik az
(f, g) kitiintetett koz0s osztoja. Ha h is egy T folotti polinom, akkor h pontosan akkor
irhaté fol fp + gq alakban alkalmas p, q € T[x] polinomokkal, ha (f, g) | h.

Bizonyitds. Jelolje I az fp + gq alakban felirhaté polinomok halmazat, ahol p, g € T[x].
Ennek a halmaznak tobb érdekes tulajdonsédga is van. Példaul zart az 6sszeaddsra. Valéban,
ha hy, hp € I, akkor

hi = fpi+gq1 € hy=fpr+gq
alkalmas p1, p2, q1, q2 € T[x] polinomokra. De akkor

hi+hy= f(p1+p2)+glgi+q),

ami azt mutatja, hogy hy 4+ hy € 1.

Az I masik fontos tulajdonsiaga, hogy minden elemének az 6sszes tobbszorosét (poli-
nomszorosat) is tartalmazza (ez tehat tobb, mintha csak azt mondanénk, hogy részgyri).
Valéban, ha h € I,azaz h = fp + gq, ésr € T[x] egy tetsz6leges polinom, akkor

hr = f(pr)+g(gr) €.

Vilasszunk ki most 7-bdl egy olyan kg polinomot, aminek a foka a lehet6 legkisebb.
Megmutatjuk, hogy az I elemei pont a hg tobbszordsei. Azt az el6bb lattuk, hogy hog
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tobbszorosei benne vannak I-ben. Megforditva, ha h € I tetszb6leges, akkor osszuk el /-t
maradékosan hg-lal:

h=hoqg+r,
ahol » = 0, vagy r foka kisebb, mint &y foka. Az els6 esetben készen is vagyunk, hiszen
azt akarjuk beldtni, hogy / tobbszorose ho-nak. Ha r # 0, akkor

r=h—hogel,

hiszen I-ben benne van —hgg is (hiszen ez h( tobbszorose), és benne van £ is, tehat benne
van a kettd Osszege is. De ez lehetetlen, mert » foka kisebb, mint i foka, és hgy foka a
lehetd legkisebb volt az I-beli elemek fokai kozott. Tehdt beldttuk, hogy I tényleg a hg
tobbszoroseibdl all.

Most azt mutatjuk meg, hogy h kitiintetett kozos osztdja f-nek és g-nek. Nyilvan f € 1
(mert f = f -1+ g -0), és hasonléképpen g € I. Igy hg osztéja f-nek és g-nek. Tegyiik
most fel, hogy k € T[x] kozos osztéja f-nek és g-nek, be kell latni, hogy k | ho. De ez
nyilvanvald, hiszen ho € I, azaz hg felirhatd fp + gq alakban. Tehat hg tényleg f és g
kitlintetett k6zos osztdja.

Végiil vegyiik észre, hogy menet kdzben beldttuk a tétel utolso allitasét is. Az I halmaz
ugyanis azokbdl a i polinomokbdl 4ll, amik felithaték fp + ggq alakban, és éppen azt
mutattuk meg, hogy ezek a polinomok sy = (f, g) tobbszordsei. U

3.2.4. Feladat. Az el6z0 bizonyitasban van egy apré pontatlansdg. Keressiik ezt meg, és
tegyiik teljessé a gondolatmenetet.

Az eddig elmondottakbdl mér konnyen kovetkezik az, hogy minden test f616tti polinom-
gylr( alaptételes, vagyis minden polinom egyértelmiien bonthaté irreducibilisek szorza-
tara. El6szor tisztdzzuk, hogy test folott mit is jelent az irreducibilités.

3.2.4. Allitas. Legyen T test. Egy f € T[x] polinom akkor és csak akkor irreducibilis
T folott, ha nem konstans, és nem bonthat6 fel két alacsonyabb foku T -beli egyiitthatos
polinom szorzatdra.

Bizonyitds. Test folott az egységek a nem nulla konstans polinomok (3.1.7. Gyakorlat).
Tehat egy polinom trividlis felbontdsai azok, amikor az egyik tényez6 konstans, és igy a
nemtrividlis felbontdsok azok, amikor egyik tényez6 sem konstans. Ez ugyanazt jelenti,
mintha azt mondanank, hogy mindkét tényezd az eredeti polinomnédl alacsonyabb foku
kell, hogy legyen, hiszen a tényezdk fokainak dsszege az eredeti polinom foka. O

Vigyazzunk, a most adott jellemzés dltalanos gylrd folott mar nem mikodik. Ezzel
a jelenséggel a 3.4. Szakaszban fogunk érdemben foglalkozni, most csak egy gyakorlat
erejéig mutatjuk be.

3.2.5. Gyakorlat. Irreducibilis-e a 2x polinom Z fol6tt?

3.2.5. Tétel. Legyen T test. Ekkor T [x]-ben érvényes a szamelmélet alaptétele.
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Ennek a tételnek a bizonyitdsat most csak két feladat formdjéban, vazlatosan ismertetjiik.
Ennek egyrészt az az oka, hogy a gondolatmenet 1ényegében ugyanaz, mint az egész sza-
mok esetében, masrészt pedig az, hogy kés6bb a gylirtielméleti részben egy olyan éltalanos
eredményt bizonyitunk majd, amelynek ez a tétel specidlis esete lesz.

3.2.6. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha T test, akkor 7' [x]-ben minden irreducibilis po-
linom primtulajdonsdgd. Vezessiik le ebbdl a szdmelmélet alaptételének egyértelmiségi
allitasat.

3.2.7. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha T test, akkor minden nem konstans 7 [x ]-beli poli-
nom felbonthat¢ irreducibilis polinomok szorzatara.

Az euklideszi algoritmusnak masik fontos alkalmazdsa, hogy lehet&vé teszi két polinom
kozos gyokeinek megkeresését. Természetesen ez akkor izgalmas, ha a gyokoket kiilon-
kiilon nem tudjuk meghatarozni.

o oz

3.2.6. Allitas. Legyen R szokdsos gylrii és f, g € R[x]. Ha létezik az (f, g) kitiintetett
ko6z0s oszto, akkor ennek az R-beli gydkei pontosan az f és g k6zos gyokei.

Bizonyitdas. Ha b € R gyoke (f, g)-nek, akkor gyoke mindegyik tobbszorosének is, azaz
f-nek is és g-nek is. Ha viszont b € R koz0s gyoke f-nek és g-nek, akkor x — b osztdja
mindkét polinomnak, és igy a kitiintetett kozos osztdjuknak is. U

Gyakorlatok, feladatok

3.2.8. Gyakorlat. Osszuk el maradékosan az x> — 2 polinomot 2x2 4 2x — 3-mal.

3.2.9. Gyakorlat. Az aldbbi f és g polinomoknak hatidrozzuk meg a kitiintetett kozods 0sz-
téjat az euklideszi algoritmussal, és az eredményt a visszahelyettesitési eljardssal irjuk fel
fp + gq alakban, ahol p és g alkalmas polinomok.

(1) f(x) =3x3+6x>+6x+36s g(x) =2x%+2x% +2.

Q) f(x)=x>—16ésg(x)=x>—1.

3.2.10. Gyakorlat. Elvégezhet6-e Z[x]-ben az x : 2 maradékos osztds? Vagyis léteznek-e
olyan g, r € Z[x] polinomok, hogy x = 2¢q(x) + r(x), és r = 0, vagy r foka kisebb a 2
fokanal?

3.2.11. Gyakorlat. Tegyiik fel, hogy f és g # 0 egész egyiitthatds polinomok. Igaz-e,
hogy g akkor és csak akkor osztéja f-nek Z[x]-ben, ha az f : g maradékos osztast Q[x]-
ben elvégezve a hdnyados egész egyiitthatds, és a maradék nulla?

3.2.12. Gyakorlat. Legyen T test, és S részgyiirtije T-nek. Tegyiik fel, hogy f, g € S[x],
és g féegyiitthatdja invertdlhaté S-ben. Mutassuk meg, hogy ha g osztdja f-nek T'[x]-ben,
akkor osztdja S[x]-ben is.

3.2.13. Gyakorlat. Vezessiik le a gyoktényez6 kiemelhetGségérdl szol6 2.4.4. Allitast a
maradékos osztas tételébdl.
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3.2.14. Gyakorlat. Mi lesz a maradék, ha az x4 xr41 polinomot elosztjuk x4 x+1-
gyel? A kapott eredményt indokoljuk meg szdmolds nélkiil is. Hogyan lehetne éltalanosi-
tani a kapott észrevételt?

3.2.15. Gyakorlat. Mi a maradék, ha x® + x>* + x!% + 1-et osztjuk x> — 1-gyel, illetve
x? 4 1-gyel?

v

3.2.16. Gyakorlat. Ha b kozos gyoke az f és g (szokdsos gy(rd folotti) polinomoknak, és
h kitiintetett k6z0s osztdja f-nek és g-nek, akkor mi lesz a b gyok multiplicitdsa #-ban?

3.2.17. Feladat. Hatdrozzuk meg az egész szamok gyfir(ijében az Osszes olyan nem iires
I részhalmazt, amely zart az 0sszeaddsra, és barmely elemének mindegyik tobbszorosét
is tartalmazza. Hogyan hasznélhatnank fel a kapott eredményt a komplex szam rendjére
vonatkoz6 1.5.4. Tétel egyszerlibb bizonyitdsara?

3.3. Gyokok és irreducibilitas

Altalaban nehéz feladat egy polinomrdl eldonteni, hogy irreducibilis-e. A késGbbiek-
ben (az ugynevezett Galois-elmélet keretében) 4j eszkozoket taldlunk majd az irreducibi-
litas vizsgélatara. Most el6szor azt tekintjiik at, hogy egy test f6lotti polinom irreducibi-
litdsa hogyan fiigg Ossze azzal: van-e gyoke az adott testben. Emlékeztetjiik az olvasot a
3.2.4. Allitasra, mely szerint egy test folotti polinom akkor és csak akkor irreducibilis, ha
nem konstans, és nem bonthato fel két alacsonyabb fokii polinom szorzatdra.

3.3.1. Allitas. Test folott egy elsofoku polinom mindig irreducibilis.

Bizonyitas. Els6foku polinomot nem lehet alacsonyabb fokiiak szorzatira bontani, hiszen
két nulladfoki polinom szorzata is nulladfoku. 0

3.3.2. Allitas. Legyen T test. Ha egy legalibb mdsodfoki T[x]-beli polinomnak van
gyoke T -ben, akkor nem irreducibilis T {olott.

Bizonyitds. Legyen b € T gyoke egy f € T[x] polinomnak. Ekkor a hozza tartoz6é x — b
gyoktényezd kiemelhetd f-bdl. Ha f legaldbb masodfoku, akkor ezzel f-et két alacso-
nyabb foku polinom szorzatdra bontottuk. U

Ennek az észrevételnek a kapcsdn az embernek az az érzése tdmadhat, hogy az irre-
ducibilitds eldontéséhez elég a gyokoket megkeresni. De ez nem igy van! Abbél, hogy
egy polinomnak nincs gyoke, még nem kovetkezik, hogy irreducibilis! A legegysze-
rtibb példa az (x? + 1)? polinom a raciondlis test f5lott. Ennek még valds gydke sincs, és
nyilvdn nem irreducibilis, hiszen eleve szorzatként adtuk meg. A gyokok ismerete tehat
nem csodafegyver az irreducibilitds eldontéséhez, de hasznos, mert ha véletleniil taldlunk
gyokot, akkor méar készen is vagyunk.

3.3.3. Allitas. Legyen T test. Ekkor egy f € T[x] polinomnak akkor és csak akkor van
gyoke T -ben, ha van elsofoku tényezdje.
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Bizonyitds. Azt mar lattuk, hogy ha van gyok, akkor a megfelel6 gyoktényez6 kiemelhet6.
Megforditva, tegyiik fel, hogy f = gh, ahol g(x) = ax + b egy elséfoki polinom. Ekkor
—b/a gydke f-nek. O

A gyok 1étezése tehat els6foku tényezbt jelent. Egy reducibilis polinom azonban bomol-
hat csupa egynél magasabb foku tényezore is, €s ezért nem biztos, hogy van gyoke. Van
azonban egy specidlis helyzet, amikor elegendd a polinom gyokeit ellenérizni az irreduci-
bilitds eldontéséhez.

3.3.4. Allitas. Legyen T test. Ha egy mésod- vagy harmadfoki T|[x]-beli polinomnak
nincs gyoke T -ben, akkor irreducibilis T {olott.

Bizonyitdas. Egy masodfoki polinomot alacsonyabb foki tényezdk szorzatdra csak gy le-
het felbontani, hogy mindkét tényez6 elsd6foku lesz. Hasonléképpen egy harmadfoku po-
linomot alacsonyabb fokuak szorzatdra csak igy bonthatunk, hogy az egyik tényezd els6-
foku, a masik pedig masodfoku lesz. Mindkét esetben lesz tehét elsdfoku tényezd, és igy
az el6z6 allitas szerint gyok is. U

Most, hogy az irreducibilitds és a gyokok viszonyat tisztdztuk, megprébaljuk tuddsunkat
alkalmazni néhdny konkrét test esetében.

3.3.5. Tétel. A komplex szamok teste folott (és altalaban egy algebrailag zart T test fOlott)
az irreducibilis polinomok pontosan az els6fokuak.

Bizonyitds. Ez nyilvanval6 az eddigiekbdl, hiszen algebrailag zart test f6lott minden nem
konstans polinomnak van gyoke. U

A valds szamok teste folotti irreducibilitds vizsgalatdhoz egy nagyon hasznos segédalli-
tasra van sziikségiink.

3.3.6. Lemma. Legyen f valds egyiitthatos polinom, €s z egy komplex gyoke f-nek. Ek-
kor z konjugéltja is gyOke f-nek, sOt z és 7 ugyanannyiszoros gyOokok.
Bizonyitds. Legyen f(x) = ao+ ajx + - -- + a,x". Ennek gyoke a z, tehat
ap+aiz+---+ay7" =0.
Vegyiik mindkét oldal konjugaltjat. Tudjuk, hogy 6sszeg konjugéltja a konjugéltak 6sszege,
és ezért a baloldalon all6 0sszeget tagonként konjugdlhatjuk. De a konjugélds szorzattartd
is, ezért az eredmény ez lesz:
a+arz+---+a,7'=0.
Valds szdm konjugaltja onmaga, tehit 0 = 0 és aj = aj. Igy a baloldalon f(z) 4ll, a
jobboldalon 0, tehat 7 tényleg gyoke f-nek.
A lemma madsodik allitdsat f foka szerinti indukcidval bizonyitjuk. Ha z valds, azaz

z = z, akkor az allitas nyilvdnval6. Ha nem, azaz ha z # Zz, akkor a z és 7 gyokokhoz
tartoz6 gyoktényezdk (a 2.4.5. Tétel miatt) egyszerre is kiemelhetok:

f@) =& -2 —2)q(x)
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alkalmas g € C[x] polinomra. Azonban
g =@ - -2 =x"—(+2D+zZ

val6s egyiitthatés polinom, hiszen 77 = |z|? és z4+7 = 2 Re z val6s szdmok. A 3.2.2. Allitas
(igazdbol a maradékos osztds egyértelmiisége) miatt g is valds egyiitthatés polinom. Az
indukcids feltevés miatt tehdt g-nak z €s 7 ugyanannyiszoros (esetleg nullaszoros) gyoke,
és igy ugyanez igaz f-re is. U

3.3.7. Tétel. A valos szamok teste folott az irreducibilis polinomok pontosan az els6fo-
kuak, és azok a masodfokuak, melyeknek nincs valos gyoke.

Bizonyitds. A felsorolt polinomokrdl a korédbbi allitdsokban mar beldttuk, hogy irreducibi-
lisek. Tegyiik fel, hogy f irreducibilis polinom R fol6tt. Ekkor nem konstans, és igy van
egy z komplex gyoke. Ha ez valds, akkor f csak els6foku lehet. Ha z nem valds, akkor
az el6zd bizonyitasban lattuk, hogy a valds egyiitthatés g(x) = (x — z)(x — Z) kiemelhet6
f-bdl, és a megmaradé g polinom is valés egyiitthatés. Mivel f irreducibilis, ¢ (x) csak
konstans lehet, és igy f tényleg mdsodfoku, melynek gyokei nem valdsak. U

3.3.8. Kovetkezmény. Pdratlan foku valos egyiitthatés polinomnak van valds gyoke.

Erre az éllitdsra két bizonyitdst is adunk. Az elsd bizonyités itt szerepel, ebben fel-
hasznéljuk az algebra alaptételét. A masodik bizonyitds az A. Fiiggelékben taldlhato6 (1asd
A.0.4. Tétel), az csak elemi analizist hasznal, az algebra alaptételét nem.

Mar emlitettiik, hogy az algebra alaptételének bizonyitdsahoz valamennyi analizis-tudas
is sziikséges, és ha komplex fiiggvénytant is haszndlhatunk, akkor nagyon egyszeri lesz a
bizonyitds. Van azonban egy nagyon elegédns bizonyitds Galois-elmélet felhaszndldsdval is,
ezt a 6.3. Szakaszban fogjuk bemutatni. Az abban felhasznalt analizis-ismeretek minimalisak:
semmi mdsra nincs sziikség, mint a most bizonyitandé 3.3.8. Allitasra. Ezért adunk erre az
allitasra az algebra alaptételétdl fiiggetlen bizonyitast is.

Bizonyitds. Bontsuk a polinomot irreducibilisek szorzatdra R folott. Ezek els6- vagy mé-
sodfokuiak. Mindegyik tényez6 nem lehet masodfoki, mert a polinom foka paratlan. Tehat
van els6foku tényezd, és igy valds gyok is. U

A raciondlis szdmok teste f6lott mar nem tudjuk olyan konnyen leirni az irreducibilis
polinomokat, mint C és R folott. Itt vannak akdrhdnyadfoku irreducibilis polinomok is:
nemsokdra latni fogjuk, hogy példaul x” — 2 irreducibilis Q folott tetszbleges n > 1 esetén.
A most bizonyitott eredmények mégis segithetnek néha, mert ha taldlunk egy raciondlis
gyokot, akkor tudjuk, hogy a polinom nem lehet irreducibilis (kivéve ha els6foki). Az
alabbiakban egy eljarast ismertetiink a raciondlis gyokok megkeresésére.

Ha adott egy raciondlis egyiitthatés polinom, akkor szorozzuk be az egyiitthatok nevezo-
ivel. Igy egy egész egyiitthatés polinomot kapunk, amelynek a gyokei ugyanazok, mint a
kiindul6 polinomé. Igy elegendé az egész egyiitthatés polinomok raciondlis gyokeit meg-
keresni. Erre szolgdl az alabbi allit4s.
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3.3.9. Tétel [Raciondlis gyokteszt]. Tegyiik fel, hogy a p/q mar nem egyszertsithet6 tort
gyoke az f egész egyiitthatos polinomnak. Ekkor a szdmldlé (azaz p) osztja f konstans
tagjat, a nevez0 (azaz q) pedig osztja f foegyiitthatojat.

Azt nem 4llitjuk, hogy a feltételnek eleget tevd tortek tényleg gyokei az f polinomnak!
De csak véges sok tortr6l van sz, mert a féegyiitthatonak €s a konstans tagnak is (ha
nem nulla) véges sok osztéja van. Igy ezeket a torteket egyenként végigprobalgathatjuk:
mindegyiket behelyettesithetjiik (példaul a Horner-elrendezéssel) az f polinomba. Ezzel
megkapjuk az f Osszes raciondlis gyokét.

Bizonyitds. Az, hogy a tort mar nem egyszer(sithetd, azt jelenti, hogy p és ¢ relativ prim
egész szamok. Legyen f(x) = ap + ajx + - - - + a,x". Ekkor p/g-t behelyettesitve, majd
q" -nel beszorozva

aoq" +aipg"" + - +anp" =0
adédik. Ebben az 6sszegben mindegyik tag oszthatd p-vel, kivéve esetleg a legelsot. Mivel
a 0 is oszthat6 p-vel, ezért a legelsd tag is, tehat p | apg”. De p és g relativ primek, és igy
p | ap. Ugyanezzel a médszerrel kapjuk a g | a, oszthatésagot is. [

3.3.1. Gyakorlat. Hogyan alkalmazhatjuk a raciondlis gyoktesztet egy olyan polinom ra-
ciondlis gyokeinek a megkeresésére, amelynek a konstans tagja nulla?

A Q folotti irreducibilitds eldontésében néha segithet az, ha a polinomnak a komplex
gyokeit ismerjiik. Ennek a médszernek az illusztralasara egy példat dolgozunk ki.

3.3.10. Példa. Mutassuk meg, hogy x* + 36 irreducibilis Q folott.

Hatarozzuk meg a polinom komplex gyokeit. A —36 szdmbdl (példdul trigonometrikus
alak segitségével) negyedik gyokot vonva az eredmény +/3(£1 £ i). A gydktényezds alak
tehdt a kovetkezo:

xt+36 = (x — /3 = V/3i) (x = V3+V3i)(x + V3 = V3i) (x + V3 + V3i).

Egyik gyok sem valGs, és igy ha x* 4+ 36 felbomlik Q folott, akkor csak két masodfoki
polinom szorzata lehet: x* 4+ 36 = f(x)g(x). Az f és g gyokei osszesen kiadjak a fenti
négy komplex gyokot. Mivel f és g valds egyiitthatsak, gyokeik konjugéltak kell, hogy
legyenek. Ezért f és g egyike

r(x—\/_—\/gi)(x —\/§+«/§i) =r(x2—2\/§x+6),
a masik pedig
s(x-l—\/_—\/gi)(x-i-«/g-l-«/gi) :s(x2+2«/§x+6),

alkalmas r és s (nem nulla) valds szdimokra (a beszorzast, a 2.5.5. Gyakorlat megolddsdhoz
hasonléan, az (a — b)(a + b) = a® — b? azonossag felhasznaldsdval érdemes elvégezni).
Mivel f és g raciondlis egyiitthatés, a fenti elsd polinom féegyiitthatdja, azaz r is racio-
nélis szam. Raciondlis tovdbb4 ebben a polinomban x egyiitthatGja, azaz —2r+/3 is, ami
lehetetlen, hiszen akkor /3 is raciondlis lenne. Ezért x* 4 36 tényleg irreducibilis Q folstt.
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Gyakorlatok, feladatok

3.3.2. Gyakorlat. Bontsuk fel a kovetkezd polinomokat az R {616tt irreducibilis polinomok
szorzatdra: x* — 1, x*+ 1, x* +9, x® —4x3 + 3.

3.3.3. Gyakorlat. Bontsuk fel a 6(x> — 2)(x? + 1) polinomot C, R, Q, Z f5létt felbontha-
tatlanok szorzatara.

3.3.4. Gyakorlat. Adjuk meg az sszes olyan tizenkettedfoku valds egyiitthatos polinomot,
melynek az 1 + i hatszoros gyoke.

3.3.5. Gyakorlat. Adjuk meg a 2x3 + 3x + 5 polinom raciondlis gyokeit, és bontsuk Q
folott irreducibilisek szorzatdra.

3.3.6. Gyakorlat. Legyen c pozitiv egész szdm. Mi annak a sziikséges és elégséges felté-
tele, hogy x* + ¢ irreducibilis legyen R, illetve Q fol6tt? Mi a helyzet negativ ¢ esetén?

3.3.7. Gyakorlat. Hatarozzuk meg a Z, test folott a legfeljebb negyedfoku irreducibilis
polinomokat.

3.3.8. Feladat. Legyen p € Z pozitiv primszam, és R olyan gy{ir(i, amelyben minden elem
p-szerese nulla. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges r, s € R elemekre

(r+s)? =rf +s?,

azaz R-ben tagonként lehet p-edik hatvdnyra emelni. Vezessiik le ebbdl a kis Fermat Tételt
(miszerint b? — b oszthaté p-vel minden b egészre). Mutassuk meg, hogy tetszleges
f € Zp[x] polinomra f(x?) = f(x)?.

3.3.9. Gyakorlat. Irreducibilisek-e az alabbi polinomok?

() Zofolottx® +x2+1, x>+ x+1, XX+x3+1, X +x*+x3+1.
(2) Zyrfolottx2+ 1, x*+ 1, x4+ 1, x17 4+ 1, x'7 4 2.

3.3.10. Feladat. Bontsuk fel az x* — 10x% + 1 polinomot R, Q, Zs, Z7, Z1, folott felbont-
hatatlanok szorzatara.

3.4. Egész egyiitthatés polinomok

Ebben a szakaszban a Z[x] szdmelméletét vizsgaljuk. Errdl a gy(riirdl is be fogjuk latni,
hogy igaz benne az alaptétel, de masképp, mint test f6lotti polinomokra, mert Z[x]-ben
nem végezhetd el korlatlanul a maradékos osztds. A kapott eredmények segiteni fognak a
Q folotti irreducibilitas vizsgalataban is.

A Q és Z szamelmélete kozotti elsé kiilonbséggel mar szembesiilt az, aki megoldotta a
3.2.5. Gyakorlatot. A 2x polinom Q fol6tt irreducibilis, de Z fo6lott nem az, mert itt a 2 - x
felbontds nem trividlis: a 2 egység Q folott, de nem egység Z folott.
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Ha tehat egy egész egyiitthatds polinomot Z f616tt akarunk felbontani, akkor tigy érde-
mes kezdeni, hogy kiemeljiik bel6le azt az egész szdmot, amit lehet, vagyis az egyiitthatoi-
nak a legnagyobb kozos osztéjat. Péld4ul

180x3 + 72x + 120 = 12(15x> + 6x + 10) .

A megmaradé polinomot primitivnek fogjuk nevezni. Tehét 15x3 4 6x + 10 mdr primitiv
polinom.

3.4.1. Definicié. Egy egész egyiitthatés nem nulla polinomot primitivnek neveziink, ha
egyiitthatéinak legnagyobb kozos osztdja 1.

E definici6 egytagu polinom esetében azt jelenti, hogy az egyetlen nem nulla egyiitthat6 +1
(ez felel meg annak a szemléletnek, hogy a polinombdl csak egységet lehessen kiemelni). De
ezt nem sziikséges kiilon kikotni, mert egyiitthatok legnagyobb kozds osztdjan az (a, 0) = a
Osszefliggés miatt nem véltoztat, ha nulla egyiitthatokat is kozéjiik vesziink.

A polinombdl kiemelt egész szamot tgy bontjuk fel, mint az egész szamok kozott. Ez
azért lesz megfeleld, mert az egészek kozotti felbonthatatlan szdmok a polinomok kozott is
felbonthatatlanok.

3.4.1. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy a felbonthatatlan egész szdmokat konstans poli-
nomnak képzelve Z[x]-ben is felbonthatatlan elemeket kapunk.

A szdmelmélet alaptétele kapcsan lattuk, hogy a felbonthatatlan egész szamok primtu-
lajdonsaguak. A Z[x]-beli alaptétel bizonyitdsanak elsd 1€pése az, hogy belatjuk: ezek a
szdmok primtulajdonsiguiak Z[x]-ben is.

3.4.2. Lemma [Els6 Gauss Lemma]. Ha p primszam, akkor Z[x]-ben mint konstans poli-
nom is primtulajdonsdgu.

Bizonyitds. A lemmara két bizonyitast is adunk. Az els6 elemi szdmolds lesz. A mésodik
elegansabb, felhaszndlja a modulo p szamolasrdl tanultakat. Azt tudjuk, hogy p nem nulla,
és nem =£1, tehdt Z[x]-ben sem egység. Tegyiik fel, hogy p | fg, ahol f, g € Z[x]. Meg
kell mutatni, hogy p | f vagy p | g.

Az elsd bizonyitdsban felirjuk f és g egyiitthatdit, és elvégezziik a szorzast. Legyen

fx)=ao+aix+---+apx" és gx)=bo+bix+ -+ bux".

Tegyiik fel, hogy p nem osztdja sem f-nek, sem g-nek, azaz mindkét polinomnak van
p-vel nem oszthat6 egyiitthat6ja. Vélasszuk ki mindkét polinomban a legnagyobb indext
ilyen egyiitthatét, legyenek ezek a; és b;. Tudjuk, hogy fg-ben az x'*/ egyiitthatdja

aobiyj+aibiyj1+---+ai-1bjr1+aibj+aip1bj_1 + - +aitjbo

(ahol a szokdsos konvenci6 szerint a,+1 = ap42 = --- = 08€s byy1 = by = --- = 0).
Az Osszeg tagjai egy kivétellel mind p-vel oszthatok, mert az a; valasztdsa (az i maxi-
malitdsa) miatt a; 1, ..., a;1;, a bj valasztdsa miatt pedig b1, ..., b;4; oszthato p-vel.
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A kimarado a; b viszont nem oszthat6 p-vel, mert a; €s b; nem oszthat6 p-vel, €s p prim-
szam. Tehat a fenti 6sszeg nem oszthaté p-vel. Ez lehetetlen, mert ez az 6sszeg a p-vel
oszthaté fg polinom egyik egyiitthatdja. Ez az ellentmondas bizonyitja az 4llitdst.

A madsodik bizonyitast az els6bdl szarmaztathatjuk, ha észrevessziik, hogy az elmondott
gondolatmenet mennyire hasonlit annak bizonyitdsahoz, hogy szorzatpolinom foka a fokok
Osszege. Ezt a hasonlosagot ki is akndzhatjuk, ha az f és g polinomokat (pontosabban az
egyiitthatoikat) modulo p vessziik. Ekkor ugyanis az iménti gondolatmenetben kivélasztott
a; az f polinom f6egyiitthat6java, a b; pedig a g polinom féegyiitthatjava valik.

A maésodik bizonyitds tehat a kovetkezoképpen hangzik. Vegyiik az f, g és fg polino-
mokat modulo p, az eredményt jelolje f, g, fg € Z plx]. Ekkor fg = f g (a2.3.4. Gya-
korlat miatt). Mivel p | fg, az fg a nullapolinom. De Z p test, és igy Z,[x] nullosztomen-
tes. Tehat f és g egyike nulla, vagyis f és g egyike oszthaté p-vel. U

v

Néha az el6z6 allitds alabbi kovetkezményét is ,,elsé Gauss-lemma” néven emlegetik.

3.4.3. Kovetkezmény [Elsé Gauss Lemma, els6 kovetkezmény]. Primitiv polinomok szor-
zata is primitiv.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy f, g € Z[x] primitiv polinomok. Azt kell megmutatni, hogy
fg nem oszthat6 egységtdl kiilonboz6 egész szammal. Ha oszthat6 lenne, akkor lenne egy
p primosztdja is. Az el6z6 lemma miatt ekkor p | f vagy p | g, ami nem lehet, hiszen f
és g primitivek. 0

3.4.4. Kovetkezmény [Els6é Gauss Lemma, masodik kovetkezmény]. Legyen f primitiv
(egész egyiitthatos) polinom. Ha g olyan raciondlis egyiitthatos polinom, melyre h = fg
egész egyiitthatos, akkor g is egész egyiitthatos. Specidlisan ha f osztdja egy h egész
egylitthatos polinomnak QQ[x]-ben, akkor f osztoja h-nak Z[x]-ben is.

Bizonyitds. Hozzuk g egyiitthat6it k6zos nevezore, és emeljiik ki a szdmlalokbdl a legna-
gyobb kozos osztéjukat. Igy a g = (s/1)go felbontdst kapjuk, ahol go mar primitiv (egész
egyiitthatos) polinom, és az s, t egész szamokrdl az s/t tortet egyszerlsitve feltehetjiik,
hogy relativ primek. A h = fg egyenldséget t-vel megszorozva kapjuk, hogy th = sfgo.
Ha p primosztdja r-nek, akkor p | sfgo, az els6 Gauss-lemma miatt tehét p | s, vagy p | f,
vagy p | go. Mindhdrom lehetetlen, az elsd azért, mert ¢ és s relativ primek, a masik kettd
azért, mert f és go primitivek. A ¢ szdmnak nincs tehat primosztdja, vagyis t egység, és
igy g = (s/1)go tényleg egész egyiitthats polinom. U

Az el6z6 bizonyitasban lattuk, hogy minden raciondlis egyiitthatds polinom felbonthat6
egy raciondlis szam, €s egy egész egylitthatds primitiv polinom szorzatdra. Az aldbbi gya-
korlat ennek a felbontdsnak az egyértelmiiségét fogalmazza meg.

3.4.2. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy minden nem nulla raciondlis egyiitthats polinom
felirhat6 egy egész egyiitthatds primitiv polinom és egy raciondlis szdm szorzataként, és a
felbontdsban szerepld primitiv polinom 7Z folétti asszocidltsag erejéig egyértelmiien meg-
hatarozott.
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A Z[x]-beli alaptételt a Q[x]-beli alaptétel segitségével fogjuk bizonyitani. Ehhez meg
kell vizsgdlnunk, hogy egy adott polinomnak ,,mennyivel tobb” felbontdsa van (Q, mint
Z folott. Ha a polinom f(x) = x2 — 1, akkor ennek Q folott felbontdsa lesz példaul a
kovetkezd:

x2—1= ((2/3)x — (2/3))((3/2)x + (3/2)) .
Mindannyian érezziik, hogy ez ,,val6jaban” az (x — 1)(x + 1) felbontds, csak ,.,el van bo-
nyolitva” tgy, hogy az elsd tényez6t 2/3-dal, a médsodikat 3/2-del beszoroztuk. Gauss
masodik lemmadja azt mondja ki, hogy minden Q fol6tti felbontds egy Z folotti felbontas
hasonlé ,,elbonyolitdsaval” keletkezik.

3.4.5. Lemma [Mdasodik Gauss Lemma]. Tegyiik fel, hogy az f # 0 egész egyiitthatos
polinomot felbontottuk a raciondlis egyiitthatos g és h polinomok szorzatdra. Ekkor g és
h megszorozhat6 alkalmas raciondlis szamokkal tgy, hogy a kapott go és hg polinomok
egész egyiitthatosak legyenek, és f = goho teljestiljon.

Bizonyitds. Trjuk fol a g és h polinomokat rg; és sh; alakban, ahol r, s raciondlis szamok,
g1 és hy egész egyiitthatds primitiv polinomok. Ekkor f = (rs)(g1h1). Az els6 Gauss-
lemma els6 kdvetkezménye miatt g1/ primitiv polinom, a misodik kdvetkezménye miatt
tehdt n = rs egy egész egyiitthatés polinom, azaz egész szam. gy a go = ngi és hg = hi
valasztids megfelel a kovetelményeknek. U

3.4.6. Tétel. Egy egész egyiitthatos polinom akkor és csak akkor irreducibilis 7 folott, ha
(1) vagy egy Z-beli primszdm (mint konstans polinom),
(2) vagy egy (nem konstans) primitiv polinom, amely Q folott irreducibilis.

Bizonyitds. A 7Z-beli felbonthatatlan szdmokrol 14ttuk, hogy mint konstans polinomok szin-
tén felbonthatatlanok. Tegyiik fel, hogy f nem konstans primitiv polinom, amely Q folott
irreducibilis. Ha f = gh egy felbontds, ahol g, h € Z[x], akkor a QQ folotti irreducibilitds
miatt g és h egyike egység Q-ban, vagyis konstans, és igy egész szam (hiszen g és h egész
egyiitthat6s). Mivel f primitiv, ez az egész szam csak egység lehet, és igy az f = gh
felbontds Z[x]-ben is trividlis. Tehat f irreducibilis Z folott.

Megforditva, tegyiik fel, hogy f irreducibilis polinom Z[x]-ben. Ekkor f felirhaté nk
alakban, ahol n egész szam, €s k primitiv polinom. Mivel f irreducibilis, ez a felbontas
trivialis. fgy vagy n egység (és akkor f primitiv), vagy k egység (€s akkor f konstans).

Ha f konstans, akkor nyilvan felbonthatatlannak kell lennie Z-ben, hiszen a Z-beli nem-
trividlis felbontdsok egyben Z[x]-beli nemtrivialis felbontdsok is. Ha f nem konstans pri-
mitiv polinom, akkor meg kell mutatnunk, hogy nemcsak Z, hanem Q f616tt is irreducibilis.

Tegyiik fel, hogy f el6dll a ndla alacsonyabb fokd, raciondlis egyiitthatés g és h polino-
mok szorzataként. A masodik Gauss-lemma miatt ekkor f felirhaté gohg alakban is, ahol
ezek mar egész egyiitthats polinomok, és go foka megegyezik g fokaval, h foka pedig h
fokaval. Tehat fj és go egyike sem konstans, és igy ez nemtrividlis felbontds Z-ben is, ami
ellentmond f irreducibilitasanak Z folott. 0

Az alaptétel bizonyitdsdhoz mar csak egy €szrevételre van sziikség.
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s

3.4.7. Allitas. A Z[x] gylrd minden irreducibilis elme primtulajdonsagu.

v

Bizonyitds. Az el6z0 tétel miatt ez az irreducibilis elem vagy egy konstans Z-beli prim,
vagy egy primitiv f polinom, amely Q folott irreducibilis. Az els§ esetben az els6 Gauss-
lemma pont az allitdst mondja ki. A masodik esetben tegyiik fel, hogy f osztdja Z[x]-ben a
gh szorzatnak, ahol g és h egész egyiitthatés polinomok. Mivel Q[x]-ben igaz az alaptétel,
f primtulajdonsagi Q[x]-ben, tehat f osztdja g-nek vagy h-nak Q[x]-ben. Az elsé Gauss-
lemma masodik kivetkezménye miatt ez az oszthatésdg Z[x]-ben is fonndll. Igy f tényleg
primtulajdonségy. 0

3.4.8. Tétel. A Z[x] gytiriiben érvényes a szamelmélet alaptétele.

Bizonyitds. Az alaptétel egyértelmiiségi éllitasa kovetkezik abbol, hogy a felbonthatatlan
elemek primtulajdonsaguak (lasd 3.1.18. Feladat). Azt kell tehat csak megmutatni, hogy
minden f egész egyiitthatés polinom, amely nem nulla és nem egység, felbonthaté irre-
ducibilisek szorzatara. Az f polinomot felirhatjuk egy n egész szdm és egy g primitiv
polinom szorzataként, és az n szdmot felbonthatjuk Z-ben felbonthatatlanok szorzatéra,
ezek a tényezdk Z[x]-ben is felbonthatatlanok lesznek. Tehat elég azt megmutatni, hogy
Z[x] minden primitiv, nem konstans g polinomja felirhat6 irreducibilisek szorzataként.
Tegyiik fel, hogy ez az 4llitds nem igaz, legyen g minimdlis foku ellenpélda. Ha g maga
irreducibilis, akkor onmaga, mint egytényezds felbontds megfeleld lesz. Ha nem, akkor
g = hk alakban irhatd, ahol k és h egyike sem egység. Mivel g primitiv, a i és k is
primitiv polinomok. gy egyikiik sem lehet konstans (mert akkor egység lenne), és ezért
mindketten g-nél alacsonyabb fokiak. Mivel g foka minimalis volt, & és k mar felbomlik
irreducibilisek szorzatira, de akkor ezt a két felbontdst 6sszeszorozva g-t is felbontottuk
irreducibilisek szorzatara. Ez az ellentmondés bizonyitja a tételt. U

Az eddigiektdl vérszemet kapva megkérdezhetjiik, alaptételes-e a Z[x, y] vagy a Q[x, y]
polinomgyrd. A vdlasz igenld, és a meglepd az, hogy ezt 1ényegében mar be is bizonyitot-
tuk! Példaul Q[x, y] dgy tekinthetd, mint Q[y][x], ahol Q[y]-rél tudjuk, hogy alaptételes
gyliri. Ha a most elhangzott bizonyitast el tudndnk mondani Z helyett Q[y]-ra is, akkor
készen lennénk.

Azt kell megvizsgélni, hogy a fenti bizonyitasban a Z milyen tulajdonsdgait hasznéltuk,
és ezek teljesiilnek-e Q[y]-ban is. Az alaptételt sokszor, de az Q[y]-ban is teljesiil. Hasz-
naltuk a Z, fogalmét is, de csak egy mdsodik bizonyitdsban, tehdt ezt nem muszdj altala-
nositanunk. (Ennek ellenére ez lehetséges, az uj fogalmat faktorgyiirii néven vezetjiik majd
be.) Amirdl még rengeteget beszéltiink, azok a raciondlis szamok, vagyis a Z elemeibdl
készitett tortek. De probléma ezzel sincs, hiszen olyan tortekrdl, amiben az y is szerepel,
a kozépiskoldban is sok sz6 esett, egyenletrendezés kapcsdn szamoltunk ilyenekkel, bar
nem definidltuk 6ket pontosan (ezeket, tehét két polinom hanyadosat raciondlis tortfiiggvé-
nyeknek hivjak). A hdnyadostestrdl sz016 szakaszban precizen be fogjuk bizonyitani, hogy
barmilyen szokdsos gyliri esetében hasznalhatjuk a torteket a szokdsos tulajdonsdgokkal.

Mindezt megelSlegezve, az eddigiek gondos attanulméanyozasdval lathatjuk, hogy valé-

27 2

jaban a kozvetkezd tételt bizonyitottuk be.
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3.4.9. Tétel. Ha R alaptételes (szokdsos) gylirti, akkor az R[x] polinomgytiriiben is érvé-
nyes a szamelmélet alaptétele.

Ezt az attanulmanyozast természetesen csak a hanyadostest pontos fogalmanak ismere-
tében lesz majd érdemes elvégezni. Mindenesetre az algebrai szemléletmdd erejét mutatja,
hogy az aldbbi allitds bizonyitdsdhoz most mar a kisujjunkat sem kell mozditanunk: n sze-

P

rinti teljes indukciéval azonnal kovetkezik az el6z6 tételbdl.

3.4.10. Kovetkezmény. A Z[x1, ..., x,], tovabba tetszbleges T testeseténa T[x1, ..., x,]
gylri is alaptételes.

Gyakorlatok, feladatok

3.4.3. Gyakorlat. Bontsuk Z folott irreducibilisek szorzatdra a 30x3 — 30 polinomot.

7

3.4.4. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy ha R szokdsos gyftir(, és R[x] alaptételes, akkor az
R gyirl is az.

3.4.5. Gyakorlat. Adjunk mdsodik bizonyitdst arra a tényre, hogy Z f616tt minden polinom
irreducibilisek szorzatdra bonthat6 gy, hogy egy Q folotti felbontasbdl indulunk ki, és azt
modositjuk.

3.4.6. Gyakorlat. Bizonyitsuk be, hogy az f, g € Z[x] polinomok Z[x]-beli legnagyobb
kozos osztdja a kovetkezd eljardssal hatdrozhaté meg. Alkalmazzuk az euklideszi algorit-
must Q folott, és a kapott raciondlis egyiitthats polinomot irjuk fel »& alakban, ahol r €
és h € Z|[x] primitiv polinom. Hatdrozzuk meg f és g egyiitthatéinak a k6zos legnagyobb
kozos osztdjét, ez legyen n. Ekkor f és g legnagyobb kozos osztdja nh. Hogyan moédosit-
hat6 ez az eljards, ha két C[x, y]-beli polinom legnagyobb kozos osztdjat keressiik?

s

3.4.7. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy minden test alaptételes gy(iri. A 3.4.9. Tétel sze-
rint ekkor 7'[x] is alaptételes. Mdsodik bizonyitast kaptunk-e ezzel arra, hogy test folotti

7 7

polinomgy(r{ alaptételes?

3.5. Irreducibilitas a racionalis szamtest folott

A komplex és a valds test folott at tudtuk tekinteni az 6sszes irreducibilis polinomot,
az egész szamok gyfrlje folotti irreducibilitast pedig visszavezettiik a raciondlis szdm-
test folotti irreducibilitds kérdésére. A raciondlis szdmok folott akarhdnyadfoku irreduci-
bilis polinomok 1éteznek, és egy adott polinomrdl egyéltalan nem konnyd megallapitani,
hogy irreducibilis-e, vagy sem. Az irreducibilitas eldontésére 1étezik hatékony algoritmus
mind Q, mind a véges testek folott (és igy példaul a Maple program meg tudja mondani
egy-egy konkrét polinomrdl, hogy irreducibilis-e), de ennek targyaldsa messze meghaladna
e konyv kereteit. Mindossze egy olyan feltételt ismertetiink, amivel, ha szerencsénk van,
egy-egy konkrét polinomrél megallapithatjuk, hogy irreducibilis. Ez elegendd lesz a ké-

s6bbi alkalmazasokhoz is. A bizonyitdsban hasznalni fogjuk az aldbbi segédallitast.
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3.5.1. Gyakorlat. Legyen T test, és r # 0 egy eleme. Mutassuk meg, hogy az rx" polinom
0szt6i T'[x]-ben pontosan az sx” alakud polinomok, ahol 0 # s € T ésm < n.

3.5.1. Tétel [A Schonemann-Eisenstein irreducibilitdsi kritérium]. Legyen f egy egész
egyiitthatos nem konstans polinom. Ha Iétezik olyan p primszdm, amelyre

(1) p nem osztja f foegyiitthatojat;
(2) p osztja f Osszes tobbi egyiitthatojat;
(3) p? nem osztja f konstans tagjat,

akkor f irreducibilis Q folott.

Mielétt az allitast bebizonyitandnk, néhdny fontos megjegyzést tesziink.

(1) Az allitas megforditdsa nem igaz! Példaul az x 4 1 polinom irreducibilis Q folott,
de nincs hozza megfeleld p primszdm. Tehdt ez a kritérium nem ad eljdrast az irre-
ducibilitds eldontésére: ha alkalmazhatd, akkor a polinom irreducibilis, de ha nem
alkalmazhatd, akkor az irreducibilitdst nem tudjuk, és 1j otlet utan kell nézniink.

(2) Az 4llitas egész egyiitthatos polinomokrdl sz6l ugyan, de raciondlis egyiitthatds
polinomokra is alkalmazhat6 lehet, ha a nevezdkkel felszorzunk.

(3) Vigyazzunk: ez a kritérium csak Q folotti (és nem Z folotti) irreducibilitast biztosit.
Példaul a 9x + 18 polinomra érvényes a feltétel (ha p = 2), és ez a polinom
irreducibilis is QQ f6lott, de nem irreducibilis Z folott (hiszen nem primitiv).

(4) A kritérium alapjan lathatjuk, hogy az x"* — 2 polinom irreducibilis Q folott (és
igy Z folott is, hiszen primitiv). Vagyis tényleg van akarmilyen foku irreducibilis
polinom Q és 7Z folott.

Bizonyitds. Az els6 Gauss-lemma (3.4.2. Lemma) bizonyitasandl el6szor egy egyiitthatok-
kal val6 szdmolast mutattunk be, majd ennek elemzésével rdjottiink, hogy a polinom mo-
dulo p vizsgélatdval a szdmolas elkeriilhetd. Most forditva jarunk el: a szdmoldsmentes
bizonyitdst mutatjuk be, és az olvasét a 3.5.2. Gyakorlatban kérjiilk meg arra, hogy ezt
a bizonyitast forditsa le elemi szdmoldsra. Ha valakinek a modulo p gondolkodds még
nehézséget okoz, az megteheti, hogy a Schonemann-Eisenstein kritérium bizonyitdsaként
elébb ennek a gyakorlatnak a megoldésat olvassa el.

Tegyiik fel tehat, hogy az f polinom és a p primszam teljesitik a feltételeket, de f
mégsem irreducibilis Q folott, vagyis az f-nél alacsonyabb fokd, raciondlis egyiitthatds
g és h polinomok szorzatdra bonthat6. A madsodik Gauss-lemma (3.4.5. Lemma) miatt
feltehetjiik, hogy g és h egész egyiitthatos.

Vegyiik az f, g, h polinomokat (tehat az egyiitthatéikat) modulo p, a kapott polinomokat
jelolje f, g és h. Ekkor fg = f g (a 2.3.4. Gyakorlat miatt). Ha f f6tagja a,x", akkor,
mivel f tobbi egyiitthatéja p-vel oszthaté, az f polinom a,x" lesz (ahol @, # 0 az a,
maradéka modulo p). Az el6z6, 3.5.1. Gyakorlat miatt a,x" minden osztéja sx™ alaku
alkalmas s € Zp-re és m < n egészre. Specidlisan

g(x) = ux®  és h(x) = vxt
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alkalmas u,v € Zj-re. Mivel Z, nullosztomentes, a g €s a h fokainak Osszege az f
foka, vagyis k + £ = n. De k = gr(g) < gr(g), hiszen ha a g polinomot modulo p
vessziik, akkor foka nem néhet (akkor csokkenhetne, ha a féegyiitthat6ja oszthaté lenne
p-vel). Hasonl6képpen latjuk, hogy ¢ < gr(h). Mivel f-et eredetileg két alacsonyabb foku
polinom szorzatédra bontottuk fel, k €s £ mindketten n-nél kisebbek, és mivel dsszegiik n,
egyikiik sem lehet nulla. Ez azt jelenti, hogy g = ux* konstans tagja nulla, vagyis g
konstans tagja oszthaté p-vel, és ugyanigy s konstans tagja is oszthaté p-vel. De akkor f
konstans tagja, amely g és h konstans tagjainak a szorzata, oszthaté p>-tel. Ez ellentmond
a feltételeknek. 0J

3.5.2. Gyakorlat. A fenti gondolatmenetet elemezve adjunk a Schonemann-Eisenstein kri-
tériumra olyan elemi bizonyitdst, ami nem hasznalja a Z ,[x] polinomgy(irtit.

Vigyazzunk, azzal a technikdval, hogy ,,vegyiik a felbontdst modulo p”, évatosan kell
banni! Példdul megtorténhet, hogy egy nemtrividlis felbontas trividlissa valik mod p. A ko-
vetkez6 gyakorlatban 6sszefoglaltunk néhany lehetséges anomaliét.

3.5.3. Gyakorlat. Legyen p egy primszam, f € Z[x] egy n-edfokd polinom, ahol n > 1,
és0 < k < n. Legyen f € Z plx] az f modulo p véve. Az aldbbi éllitasok koziil melyek
igazak?

(1) Ha f irreducibilis Z folott, akkor f irreducibilis Z , folott.

(2) Ha f irreducibilis Z, folott, akkor f irreducibilis Q folott.

(3) Ha f irreducibilis Z p folott, €s f foka n, akkor f irreducibilis Z folott.

(4) Ha f irreducibilis Z p folott, €s f foka n, akkor f irreducibilis Q folott.

(5) Ha f-nek van Z folott k-adfoki tényezje, akkor f-nak is van k-adfoki tényezéie.

(6) Az el6z6 4llitds akkor, ha azt is tudjuk, hogy f foka n.

Néha el6fordul, hogy a Schonemann-Eisenstein kritérium kozvetleniil nem alkalmaz-
hat6, de egy kis 4talakitds utan igen. Péld4ul legyen f(x) = x* + 1, és szamitsuk ki az
f(x + 1) polinomot:

fa+D=@+D*+1=x*+4x3+6x2 +4x+2.

Itt p = 2-vel mar alkalmazhat6 a kritérium, tehdt f (x + 1) irreducibilis. De akkor f is az
lesz, a kovetkez6 gyakorlat 4llitdsa miatt.

3.5.4. Gyakorlat. Legyen f raciondlis egyiitthatés polinom. Mutassuk meg, hogy f akkor
és csak akkor irreducibilis QQ folott, ha valamelyik eltoltja (vagyis az f(x + ¢) polinom
alkalmas ¢ € Q-ra) irreducibilis Q folott. Ervényes marad az 4llitds mas testek folott is?
Mi a helyzet, ha az x — x + c¢ helyettesités helyett az x — ax + b helyettesitést hajtjuk
végre, ahol a # 07

3.5.5. Feladat. Legyen p primszam és f(x) = x?~! +xP72 4. .. 4 x + 1. Mutassuk meg,
hogy f(x + 1) teljesiti a Schonemann-Eisenstein kritérium feltételeit a p primre, és igy f
irreducibilis Q folott.
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A kovetkezd gyakorlatban egy masik esetet latunk, amikor a polinom mod p vizsgédlata
segit az irreducibilitds eldontésében.

3.5.6. Gyakorlat. Mutassuk meg, modulo 3 vizsgalédva, hogy 6x* + 3x + 1 irreducibilis
Q és Z folott.

Vegyiik észre, hogy noha az el6z6 gyakorlatban szerepld f(x) = 6x*+3x+ 1 polinomra
nem alkalmazhat6 a Schonemann-Eisenstein kritérium, de ha f egyiitthatéit forditott sor-
rendben {rjuk fel, akkor a kapott polinomra mar igen. Ebb6l mar kovetkezik az irreducibi-

7

litds, ennek megmutatdsa az el6z6 gyakorlat megolddsanak egyszer( altaldnositasa.

3.5.7. Gyakorlat [A forditott Schonemann-Eisenstein kritérium]. Tegyiik fol, hogy f egy
egész egyiitthatds, nem konstans polinom. Igazoljuk, hogy ha létezik olyan p primszam,
amelyre

(1) p nem osztja f konstans tagjat;

(2) p osztja f Osszes tobbi egyiitthatdjat;

(3) p? nem osztja f fGegyiitthatéjat,
akkor f irreducibilis Q folott.

A forditott Schonemann-Eisenstein kritérium egy masik bizonyitasanak is tekinthetd az
ugynevezett reciprok polinomokrol sz616 aldbbi allitas.

3.5.8. Feladat. Legyen T test, és f(x) = ao+aix+---+a,x" € T[x], ahol ag és a, nem
nulla. Legyen g(x) = a, + ay,—1x + - - - + aopx". Mutassuk meg, hogy

(1) A g polinom T'-beli gyokei pontosan az f gyokeinek a reciprokai (multiplicitdssal
szamolva is).
(2) Az f akkor és csak akkor irreducibilis T felett, ha g az.

A g polinomot az f-hez tartozé reciprok polinomnak is nevezziik. Szokds azt is mondani,
hogy f reciprok polinom, ha a hozz4 tartoz6 reciprok polinom maga az f.

Még egy példiat mutatunk arra, hogy egy polinom mod p és Z folotti felbontdsainak
egyiittes vizsgalata hogyan dontheti el az irreducibilitds kérdését.

3.5.2. Példa. Mutassuk meg, hogy f(x) = x* + x% + x + 1 irreducibilis Q folott.

Az f polinomot Z; folott szorzatra lehet bontani, az eredmény (x + D3 +x241). Az
x3 4 x% + 1 irreducibilis Z, folstt, hiszen harmadfokd, és nincsen Z-ben gyoke. Vagyis a
polinomunk Z, f616tt egy els6foku és egy harmadfoku irreducibilis szorzata lesz, és a fel-
bontas egyértelmiisége miatt Z, f6lott nem lehet két masodfoku polinom szorzatara bon-
tani. Ezek szerint f-et Z folott sem lehet két masodfoku szorzatdra bontani (hiszen ha
lenne ilyen felbontds, akkor azt vehetnénk modulo 2). Ha tehét Z fol6tt f nem irreducibi-
lis, akkor csak egy elsd- és egy harmadfoku szorzatdra lehet bonthatd. Az els6foku tényezd
raciondlis gyokot jelentene, ilyen azonban a raciondlis gyokteszt szerint nincsen (az 1 és
a —1 ugyanis nem gyok). Ezért f irreducibilis Q és Z folott.
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Végiil egy utolsé médszert mutatunk az irreducibilitds eldontésére. Azért hagytuk a vé-
gére, mert csak ritkdn alkalmazhatd, 4ltaldban nagyon bonyolult szdmoldsra vezet. A m6d-
szer abban 4ll, hogy a polinomot 4ltaldnos egyiitthatkkal bontjuk szorzatra, a szorzéast
elvégezve pedig az egyiitthatok 6sszehasonlitdsaval egy egyenletrendszert kapunk. Ennek
az egyenletrendszernek a megolddsaban néha szdmelméleti megfontoldsok is segitenek.

Példaként ismét a fenti f(x) = x* + x> + x + 1 polinomot vélasztjuk. Ennek nincs
raciondlis gyoke, tehat ha felbomlik, akkor csak két masodfoku polinom szorzat lehet:

x4—|—x2—|—x+1=(ax2+bx—|—c)(ux2—l—vx—|—w),

ahol a, b, ¢, u, v, w-rdl (a misodik Gauss-lemma miatt) feltehetjiik, hogy egész szdmok.
Beszorozva, és az egyiitthatokat osszehasonlitva a kovetkezd egyenletrendszert kapjuk:

au=1, av+bu=0, aw+bv+cu=1, bw+cv=1, cw=1.

Szerencsére ezt az egyenletrendszert konnyl megoldani. Mivel au = 1, csaka = u =1

vagy a = u = —1 lehetséges, ahonnan a masodik egyenletbdl v + b = 0. Hasonl6képpen
az utolsé két egyenletbdl c = w = b+ v =1vagyc = w = b + v = —1 adddik, és ez

lehetetlen, mert b + v = 0.
3.5.9. Gyakorlat. Felbonthatatlan-e Z[x]-ben az x4+ x+1 polinom?

Néhany modszer az irreducibilitas eldontésére Q és 7. folott

(1) Egy nem konstans polinom akkor és csak akkor irreducibilis Z folott, ha
irreducibilis QQ f6lott, és primitiv.

(2) Ha egy egész egyiitthatés nem konstans polinom reducibilis QQ folott, akkor
két alacsonyabb foku egész egyiitthatés polinom szorzatara is felbonthato.

(3) Ha egy legalabb masodfokud polinomnak van raciondlis gyoke, akkor nem
irreducibilis Q folott. Egy mdsod- vagy harmadfoki polinom pontosan ak-
kor irreducibilis QQ f616tt, ha nincs raciondlis gyoke (haszndljuk a raciondlis
gyoOktesztet). A raciondlis gyokok az els6foku tényezdknek felelnek meg.

(4) Bontsuk fol a polinomot C vagy R folott, és hasznaljuk a felbontds egyér-
telmiségét (1asd a 3.3.10. Példat).

(5) A (forditott) Schonemann-Eisenstein kritérium.

(6) Egy f € Q[x] polinom akkor és csak akkor irreducibilis Q folott, ha egy
eltoltja (f(x 4+ ¢), c € Q) az.

(7) Ha f € Z[x], akkor vizsgédljuk modulo p, ahol p primszam.

(8) Bontsuk ol a polinomot altaldnos egyiitthatokkal, és oldjuk meg a kapott
egyenletrendszert.

(9) Az dgynevezett korosztdsi polinomok irreducibilisek (ezekr6l a 3.9. Sza-
kaszban lesz sz6).

(10) Negyedfoku polinom esetében vizsgalhatjuk az tigynevezett harmadfokui re-

zolvenst (lasd 3.8.4. Feladat).
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E médszereknek sokszor a kombindcidja az, ami célhoz vezet. Az alabbi feladatokban néha
csak annyi a nehézség, hogy megtalédljuk, milyen irdnyba induljunk el.

Gyakorlatok, feladatok

3.5.10. Gyakorlat. Az alabb felsorolt polinomok koziil melyekre alkalmazhat6 kozvetle-
niil a Schénemann-Eisenstein kritérium: x!!' 4+ 2x + 18, x1 + 2x + 12, ! + 12x + 5,
x4 24, x4 72. Mely n egészekre felel meg az x'! 4+ n polinom?

3.5.11. Gyakorlat. Irreducibilisek-e az alabbi polinomok?

(1) C,illetve R folott x” +x + 1, x2 =2, x>+ x + 1.

(2) Q£5lott 3x7 —6x0+6x2+3x—2, 3x7+x04+6x2+4+2x—2, 3x7 —6x04+6x2+42x -2,
x4, x10 42 x* —14x2 49, x* —x2+1, 3x7+6x — 18, x>+ 4, x3+9,
W43, x-S+, k0410, x4 425, 242, x4+ 1, Xt —2x + 1,
2x* 4+ 2x2 4+ 1, x — 10x + 10, x* + x3 +x2 4+ 1.

(3) Z folott x* +2x +27, 3x7 +6x — 18, x0+ 1, x3 +7x =3, x* +3x3 +x2 + L.

3.5.12. Feladat. Van-e olyan f(x) egész egyiitthatés polinom, hogy minden g(x) egész
egyiitthatos, nem konstans polinomra az f (g (x)) polinom irreducibilis legyen Q folott?

3.5.13. Feladat. Legyen f(x,y) = x° + x3y3 + y2 +y € Clx, y], és jelolje C(y) az
f(y)/g(y) alakd racionalis tortfiiggvényekbdl all6 testet (f, g € C[y]).
(1) Primitiv-e f, mint C[y] fol6tti polinom?
(2) Kovetkezik-e a Schonemann-Eisenstein tételbdl, hogy f irreducibilis C(y) folott?
(3) Irreducibilis-e f a C[x, y]-ban?
3.5.14. Feladat. Annak felhasznaldsaval, hogy x> — 2 irreducibilis Q f6l6tt, mutassuk meg,
hogy /4 nem frhat6 fel a + b</2 alakban, ahol a és b raciondlis szdmok.

3.6. A derivalt és a tobbszoros gyokok

Aki tanult mar analizist, az ismerheti a differencidlszamitas rendkiviil hasznos apparatu-
sat. Ha egy fliggvény, példaul a valos egyiitthatds

fx) =anx" + ap_1x" N+ ax + ag

polinomhoz tartoz6 polinomfiiggvény maximumaét vagy minimumat akarjuk meghatirozni,
akkor elkészitjiik ennek a fiiggvénynek az ugynevezett derivdltjdt, amely a kovetkezd lesz:

() = napx" '+ (n — Dap_1x" 2+ +ay.

A derivélt gyokei szoros kapcsolatban dllnak az eredeti fiiggvény szélsdértékeivel.

Mi nem a sz€ls6értékeket, hanem az f polinom tobbszords gyokeit szeretnénk megke-
resni. A derivalt fogalma ehhez is segitséget nyujt, mert az f t0bbszords gyokei a derivdlt-
jdnak is gyokei lesznek. Ahhoz, hogy ezt az allitast belathassuk, a polinomot gyoktényez6s
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alakban kellene felirni, és igy derivdlni. Sziikségiink lenne tehdt egy szabdlyra, amely
megmondja, hogy szorzatot hogyan kell derivdlni. Az analizis ebben is a segitségiinkre
van, hiszen az ismert Leibniz-szabdly szerint

(f&)' = f'g+ fg'
teljesiil tetszleges f és g polinomfiiggvényekre (s6t dltaldban differencidlhaté fiiggvé-
nyekre is). Ennek alapjan példdul ha f-nek az 1 legaldbb haromszoros gyoke, vagyis ha

f@) =@ =D,
akkor
F100) = (0 = D) ) + (x = D’g').
Konnyii latni, hogy (x — 1)3 derivaltja 3(x — 1), és igy f’-b6l kiemelhetd (x — 1)2. Vagyis
az 1 szdm az f derivaltjanak legalabb kétszeres gyoke lesz.

Nagyon fontos észrevenniink a kovetkez6t. A derivéltat ugyan folytonossidgi megfonto-
lasokkal szdrmaztatjdk, de a fenti gondolatmenetben a derivdldsnak csak a szdmolasi szab4-
lyait hasznaltuk! Reménykedhetiink hat, hogy a fenti szamolast ki lehet terjeszteni a valds
helyett példdul véges testekre is, ahol a folytonossdgi megfontoldsok hasznavehetetlenek,
de a szamoldsi szabdlyok esetleg érvényesek maradnak. gy appardtust kapnénk tetszSleges
test folott a tobbszords gyokok vizsgdlatdra. Most ezt az otletet fogjuk kivitelezni.

3.6.1. Definicié. Legyen R szokasos gyfird, és
f(x) = apx" + a1 x" '+ +ax +ap
egy R[x]-beli polinom. Ekkor f formadlis derivdltjdn az
£ =napx" '+ (n = Dap_1x" 2+ 4a
polinomot értjiik.

Lathatjuk, hogy imméron nem a polinomfiiggvényeket, hanem magukat a polinomo-
kat derivaljuk. A képletben szerepl6 egyiitthatdkat, példaul na,-et ugy kell érteni, hogy
az a, elemet n példanyban 6nmagéval 0sszeadjuk (egy gytirlielem egész szdmszorosat a
2.2.8. Definicidban, illetve az azt kovetd megjegyzésekben értelmeztiik, amikor a hatvany,
illetve tobbszoros dltalanos fogalmérol volt sz0).

o

3.6.2. Allitas. Ha R szokdsos gyiird, akkor tetszGleges f, g € R[x] polinomokra érvénye-
sek az alabbi derivaldsi szabalyok.
M (f+8)'=f+4g"
(2) (fg) = f'g+ fg', specidlisan (cf) = cf’ minden ¢ € R esetén (hiszen ¢’ = 0).
/ e 2
(3) f(gx) = f'(g(x))g'(x) (Idncszabaly).

Ezeknek a szabdlyoknak az igazoldsa ugy torténhet, hogy az f és g polinomokat alta-
lanos egyiitthatokkal irjuk fel, és a bizonyitandé azonossdg mindkét oldalat kiszdmoljuk.
A szamolasban néha segit, ha f vagy g foka szerinti indukciét alkalmazunk. A részletek
kidolgozdsat az olvasora hagyjuk.
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Az igazi matematikust nem elégiti ki, ha a fenti szabalyokat szdmolassal kihozza, tudni sze-
retné azt is, hogy ezek az analizisben tanult (s az ottani mddszerekkel sokkal elegdnsabban
bizonyitott) szabalyok miért maradnak meg tetszbleges gytrt folott is. Egy lehetséges ma-
gyardzat szerepel Fried Ervin [S5] konyvében (1. rész, 4.3. Fejezet). Roviden a kdvetkezbrdl
van sz0.

Amikor a derivéaltat képezziik, akkor az f fiiggvény gorbéjét egy rogzitett b pont kis kor-
nyezetében egy y = cx + d egyenessel akarjuk kozeliteni (€s f/(b) ennek az egyenesnek az
irdnytangense, vagyis c lesz). Azt akarjuk, hogy a kettd ,,egymashoz simuljon”. Ha példaul
b = 0, akkor

fx) —(cx+d)

kell, hogy ,.kis” x-ekre az x-hez képest ,,nagyon kicsi” legyen. Ha

f(x) =ao+aix +ax*+ ...,

akkor
f(x) = (cx +d) = (ap—d) + (a1 — )x +arx> + ... .

Ez akkor lesz ,,elég kicsi” x-hez képest, ha ap = d és a; = c, vagyis ha ebben a kiilonbségben
mar csak csupa x2-tel oszthaté tag szerepel (ez az egyenessel elérhetS legjobb kozelités).
Ezért lesz tehat f/(0) = ay.

Ha a b pont tetszbleges, akkor a valtozot b + x alakban érdemes felirni, tehét a fenti képlet
ugy médosul, hogy az

fb+x)—(c(b+x)+d)

kifejezésrdl (mint x polinomjardl) koveteljiik meg, hogy ,.kis” x-ekre az x-hez képest ,,nagyon
kicsi” legyen, azaz hogy ne legyen benne se konstans tag, se x-es tag, vagyis oszthat6 legyen
x2-tel. Innen ismét kiszdmithaté az f'(b) = c értéke. Ez mdr tisztin algebrai atfogalma-
z4s, hiszen nincsen benne sz6 kozelitésrol, kicsi és nagy szamokrdl, hanem csak polinomok
oszthat6sagarol, és igy elmondhat6 édltalanos gytirt folott is. Az érdekl&d6 olvaso Fried Ervin
idézett konyvében elolvashatja, hogy ez az atfogalmazott definicié hogyan vezet el a derivalas:
tulajdonsagainak elegans bizonyitdsidhoz.

3.6.3. Allitas. Legyen R szokdsos gyiird, b € R, és tegyiik fel, hogy b az f € R[x] poli-
nomnak legalabb k-szoros gydke. Ekkor b az f derivdltjanak legaldbb k — 1-szeres gyoke.

Bizonyitds. Ez a mar bemutatott szdmolas konny dltalanositasa. Mivel b legalabb k-szoros
gyok, f felirhaté

f(x) = (x —bfqx)
alakban, ahol g € R[x]. Derivélva
1) = (=Y q) + (x = bYrg'(x).

A lancszabdly szerint (x — b)k derivéltja k(x — b)*=1 (hiszen a belsé x — b polinom deri-
véltja 1). Ezért (x — b)*~! tényleg osztéja f derivéltjanak. U

A szdmolast folytatva

) = (x = b kg(x) + (x —b)g' 0)].
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Tegyiik fol, hogy b pontosan k-szoros gyoke f-nek, azaz q(b) # 0. A szbgletes zardjelben
1évd polinomba x = b-t helyettesitve a masodik tag eltlinik, és az eredmény kg (b) lesz.
Azt gondolhatnank, hogy k # 0 esetén kq(b) sem lesz nulla, és igy b pontosan k — 1-
szeres gyoke f’-nek. A valds szdmok teste folott ez biztosan igy is van. A kovetkezd példa
azonban Ovatossdgra int.

Kérdés. Legyen f(x) = x> + x? a Z, folott. Hanyszoros gydke ennek a nulla? Es a
derivaltjdnak hdnyszoros gyoke a nulla?

Vilasz: mivel x> 4+ x? = x%(x + 1) és itt 0 mar nem gyoke az x + 1-nek, ezért a nulla
pontosan kétszeres gydk. A polinom derivaltja 3x2 + 2x. Itt a 2 egyiitthat6t gy kell érteni,
hogy az x? eredeti egyiitthat6jat, ami 1, kétszer sszeadjuk onmagdval. De a Z, testben
1+ 1 =0. Ezért f derivéltja 3x> = x? lesz. Ennek pedig a nulla szintén kétszeres gyoke!

Erdemes 6sszevetni a fentieket a 3.3.7. Gyakorlat megoldasaban felléps (x + 1)2 = x2 + 1
osszefiiggéssel. Az (x + 1)? kiszamitdsakor nem 1ép fel a 2 szdm: az x-es tag egyiittha-
téja 1 42 1 = 0 lesz. Ugyanakkor valakinek eszébe juthat, hogy az (x + 1)? kiszdmitasara
a 2.2.17. Gyakorlatban bizonyitott binomidlis tételt alkalmazza. Ekkor mar a fent vizsgalt
jelenséggel szembesiil, nevezetesen, hogy a Zy[x] gytirtiben 2x = x +x = 0.

s

A probléma oka tehét a kovetkez6: egy R nullosztémentes gyfiriben a kg (b) igenis lehet
nulla akkor is, ha sem k sem ¢ (b) nem nulla, hiszen k nem gytirielem, hanem egész szam!
Példéaul Z;-ben 2-1 = 0, noha a 2 egész szdm nem nulla, €s az 1 € Z; sem nulla! Most mar
megfogalmazhatjuk azt a feltételt, ami biztositja, hogy f’-nek a b pontosan k — 1-szeres
gyoke legyen.

3.6.4. Tétel. Legyen R szokdsos gyiiri, b € R, és tegyiik fel, hogy b az f € R[x] po-
linomnak pontosan k-szoros gydke (k > 1 egész). Ekkor b az f derivdltjanak legalabb

k — 1-szeres gyoke. Ha az R gyiir( tetszOleges r elemére teljesiil, hogy kr = 0-bélr = 0
kovetkezik, akkor b az f derivéltjanak pontosan k — 1-szeres gyoke. U

s

A tételbeli feltétel teljesiil, ha k = 1 (és az R gy(ir( tetsz6leges). Ebben az esetben arrdl
van sz0, hogy b a derivdltnak nullaszoros gyoke, vagyis nem gyoke. Ha tehdt egy elem egy
polinomnak pontosan egyszeres gyoke, akkor a derivdltjdnak biztosan nem gyoke. A felté-
tel akkor is teljesiil, ha R az egész, a raciondlis, a valds, vagy a komplex szdmok gyfir(ije
(és k tetszOleges). Erre a furcsa feltételre vissza fogunk térni késébb, amikor gytirtk ka-

rakterisztikdjdarol lesz sz6.

s

3.6.5. Kovetkezmény. Legyen R szokasos gytirt, és f € R[x]. Ekkor az f polinom tobb-
szoros gyokel pontosan az f és f' kozos gyokei.

Bizonyitds. Ha b € R legaldbb kétszeres gyoke f-nek, akkor gyoke f’-nek is, és igy k6zos
gyoke f-nek és f’-nek. Megforditva, ha b k6z6s gyoke f-nek és f’-nek, akkor f-nek

legalabb kétszeres gyoke, hiszen ha csak egyszeres gyoke lenne, akkor az el6z6 allitas
szerint f’-nek nullaszoros gyoke lenne. U
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Ha tehét az az (f, f') kitiintetett k6zos 0szt6 1étezik, akkor (a 3.2.6. Allitas szerint) ennek
gyokei pontosan f tobbszords gyokei. Igy példaul test folstt a tobbszoros gydkoket keres-
hetjiik dgy, hogy az euklideszi algoritmussal kiszdmitjuk f és f’ kitiintetett k6zos osztdjat.
Specidlisan ha (f, f’) konstans, akkor f-nek nincs toébbszoros gyoke. Vizsgélhatjuk azt is,
hogy van-e f-nek legalabb haromszoros, négyszeres, stb. gyoke, ha a mdsodik, harmadik,
stb. derivaltakat tekintjiik (14sd a 3.6.5. Gyakorlatot, és a 3.6.6. Feladatot).

Gyakorlatok, feladatok

3.6.1. Gyakorlat. Hatdrozzuk meg az x+x° +5x*44x>+8x244x +4 polinom t5bbszoros
komplex gyokeit.

3.6.2. Gyakorlat. Miért igaz, hogy Z, folott 3x% = x2? Miért nem mondhatjuk ugyanilyen
alapon a kovetkez6t: ,,Z, folott x2 = x, hiszen Z, barmelyik elemét, azaz akar O-t, akar
1-et helyettesitiink, az x? és az x ugyanazt az értéket veszi fo1”?

3.6.3. Gyakorlat. Adjunk meg egy olyan polinomot egy alkalmas test folott, melynek egy
nyolcszoros gyoke a polinom derivaltjdnak is (pontosan) nyolcszoros gyoke.

3.6.4. Gyakorlat. Legyen f egy C folotti polinom, és tegyiik fel, hogy f’'-nek egy b € C
szam pontosan k — 1-szeres gyoke (ahol k > 1 egész). Igazoljuk, hogy ha b gydke f-nek,
akkor pontosan k-szoros gyoke. Igaz-e ez az allitas tetszoleges test folott?
3.6.5. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy egy f polinom legaldbb k-szoros gyokei az f-nek
és a k — 1-edik derivaltjanak kozos gyokei. Igaz-e az éllitds megforditdsa?

3.6.6. Feladat. Legyen f € QQ[x] normdlt polinom, és k > 1 egész. Jelolje gi(x) azoknak
az x — b gyoktényez6knek a szorzatat, amelyre b € C az f-nek pontosan k-szoros gyoke.
Mutassuk meg, hogy gi is raciondlis egyiitthatds.

3.6.7. Gyakorlat. Igazoljuk tetszbleges test folott, hogy ha egy f polinomnak van tobb-
sz6r6s tényezbije (azaz g2 alaki osztéja, ahol g nem konstans polinom), akkor (£, f/) # 1.
Mely p primekre igaz, hogy x" — 1-nek van tbbszords tényezdje 7, folott?

3.6.8. Feladat. Lehet-e egy Q, illetve Z; folott irreducibilis polinomnak tobbszoros gyoke
egy nagyobb testben?

3.6.9. Gyakorlat. Legyen f(x) =c(x —by)...(x —b,),aholc # 0, by, ..., b, egy T test
elemei. Mutassuk meg, hogy

[ £

x — by Tt x—b,’

és hogy f'(b;) = c(bi — b1)...(bi — bi—1)(bi — bix1)...(bj —by).

3.6.10. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha f € C|[x] legaldbb méasodfokd polinom, akkor
van olyan ¢ € C, melyre f(x) 4 c-nek van tobbszoros komplex gyoke.

3.6.11. Feladat. Igazoljuk, hogy egy n-edfokd, C feletti polinom, legfeljebb n — 1 kivételes
értéktol eltekintve, az értékkészletének minden elemét n kiilonb6z6 helyen veszi fel.
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3.7. A rezultans és a diszkriminans

Noha hasznos ismereteket tartalmaz, ez és a kovetkezd szakasz egy kitérd azon az uton,
amit ebben a konyvben be szeretnénk jirni, nevezetesen, hogy eljussunk az absztrakt al-
gebrai fogalmak mély megértéséhez. Ezért ez a két szakasz vazlatosabb az eddigieknél, és
a konyv késébbi részének megértéséhez nem sziikséges elolvasni Sket. Aki mégis rdszanja
magat, annak azt javasoljuk, hogy ismételje at a determindnsok alaptulajdonségait, példaul
Freud Rébert [3] konyve, és a fiiggelékben taldlhat6 linedris algebrai 6sszefoglalé alapjan.

A 3.2.6. Allitds szerint az f és g polinomok kozos gyokeit tgy kereshetjiik meg, hogy
(példaul az euklideszi algoritmussal) meghatarozzuk a kitiintetett kozos osztéjukat. Kép-
zeljiik el azonban, hogy f és g egyiitthat6i egy ¢ paramétertdl fliggenek, €s azt szeretnénk
tudni, hogy milyen ¢ értékek azok, amelyekre f-nek és g-nek van k6zos gyoke. Az euk-
lideszi algoritmust ezzel az éltalanos paraméterrel végigszamolni reménytelennek tiinik,
és ezért jo lenne, ha fol tudnénk irni egy képletet f és g egyiitthatdi segitségével, amely
pontosan akkor nulla, ha f-nek és g-nek van k6zos gyoke. Ilyen képlet az f és g rezul-
tansa. Ez arra is alkalmas, hogy tobbismeretlenes egyenletrendszereket egyismeretlenesre
vezessiink vissza.

3.7.1. Definicid. Legyen T test, és f, g € T[x], mégpedig
fx)=ax"+---+ay é gx)=buyx"+---+by.

Az f és g rezultdnsa az az R(f, g)-vel jelolt (m 4+ n) x (m + n)-es determindns, amit a

kovetkezSképpen készitiink el. Az els6 sorba az a,, a,—1, .. ., ag egyiitthatékat irjuk, majd
csupa nulldkat. A mdsodik sor elsé eleme nulla, ezutidn jonnek sorban a,, a,—1, ..., ao,

majd ismét csupa nulla. A harmadik sor elején mar két nulla van. Ezt a 1épcs6t Osszesen m
soron at folytatjuk, ekkor az m-edik sorban aq lesz a legutolsé elem. Ezutdn ugyanezt az
eljarast a maradék n sorban elvégezziik a b,,, b,,,—1, . . ., bo egyiitthatokkal is.

Példaként lassuk ezt a determinanst, amikor n = 4 és m = 3:

a4a3a2a1a000
0 a4 a3 a> a; ap O

0 0 a4 a3 a» a1 ag
R(f.g)=1b3 by by by 0 0 O
O b3 b by by 0 O
O O b3 by by bg O

0 0 0 b3 by b1 by

Annak magyarizata, hogy hogyan jut esziinkbe pont ezt a determinénst felirni, megtalal-
hat6 Fried Ervin [5] konyvében (II. rész, 9.3. Fejezet).

Fontos megjegyezniink, hogy a rezultdns definicigjdban megengedtiik azt az esetet is,
hogy a, (vagy b,,) nulla legyen. A rezultdns tehat nemcsak az f és g polinomoktdl fiigg,
hanem az n és m szamoktdl is, azaz attdl, hogy hany nulla egyiitthat6t {frunk ki a polinom
Ltetejére”. Emiatt a rezulténs a,, = b,, = 0 esetén is nulla lesz, nemcsak akkor, amikor
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a két polinomnak van kozos gyoke. Az olvasé joggal kérdezheti: mi értelme van annak,
hogy ,.felesleges” nulla egyiitthatokat {rjunk a determindnsba?

A valasz a kovetkez6: elképzelhetd, hogy az a,, és b, egyiitthatokrdl nem tudjuk, hogy
nulldval egyenl6ek-e! Ha mondjuk a, egy t paramétertdl fiiggd kifejezés, akkor kényel-
metlen (s6t néha kivitelezhetetlen) lenne el6bb megvizsgélni, hogy mely ¢ értékekre lesz ez
nulla, és attdl fiiggéen mds és mds rezultanst folirni. Sokkal egyszer(ibb ezt a determindnst
csak egyszer kiszdmitani. Erre a jelenségre példdt fogunk mutatni, amikor a rezultinst egy
egyenletrendszer megoldasara alkalmazzuk.

A rezultans f6 tulajdonsdgat a 3.7.3. Tételben mondjuk ki. A tobb lehetséges bizonyitds
koziil azt mutatjuk be, amely nagyon tanulsdgos absztrakt algebrai szempontbdl is.

3.7.2. Allitas. Legyen T test, f(x) = a,(x —a1)...(x — ), ahola,, i, ..., a, € T, és
g(x) = byx™ +--- +bo € T[x]. Ekkor

R(f.8) = a, glar)...gla).

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy ebben az allitisban (f # 0 esetén) el van rejtve az a
feltétel, hogy a, # 0 az f fGegyiitthat6ja, ugyanakkor b,, # 0 nincs feltéve.

Bizonyitds. A szamoldast célszer( ugy elvégezni (a bizonyitds sordn meglatjuk miért), hogy
az a;, bj, a, konkrét T-beli elemek helyett hatdrozatlanokkal szamolunk. Ezért tekintsiik

7 7

az R =Tlu,vp, ..., Vm, X1, .-+ Xn, Y1, - - - » Ym] polinomgyfirtit, és R[x]-ben az
FxX)=ulx—x1)...x —x,,),

valamint a

G(x) = vpx™ + -+ o
polinomokat. Ha belétjuk, hogy R(F, G) = u"G(x1) ... G(x,), akkor innen az x; — «;,
v; = bj, u — ay, helyettesitéssel az éllitdst kapjuk. Az yi, ..., y, a szdmolas sorin
haszndlt segédvaltozok lesznek.

Az R(F, G) rezultans definicijdban szerepel determindnst szorozzuk meg jobbrdl a
VOi,...s Ym, X1, - .., Xp) Vandermonde-determindnssal (lasd D.0.14). A fent bemutatott
n = 4 é m = 3 esetben tehat a kovetkez6 determinansrdl van szo6:

DI S I A
y15 yg yg X X A3 X
G O O R M0
yf yi y?f A X A3 X
2.2 2
Y Yo Yz Ay Xy X3 oAy
yi o y2 y3 X1 X2 X3 X4
1 1 1 1 1 1 1

A determinansok szorzastételét (D.0.15. Tétel) alkalmazzuk, és ezért szamitsuk ki a két
matrix szorzatdt. Eredményként egy olyan matrixot kapunk, amely négy részmétrixbol
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tehetd Ossze. A bal felsG sarokban egy m x m-es M matrix éll, amelyben az i-edik sor
Jj-edik eleme F(y;) y;” ~'. Mellette jobbra egy m x n-es részmatrix 4ll, melynek elemei

F(x j)x;?l_i . Ezek az elemek nulldval egyenlek, hiszen F(x;) = 0 az F definici6ja miatt.
A bal alsé sarokban egy n x m-es részmétrix all, melynek elemei G (y j)y;l - Végiil a jobb

alsé sarokban allé n x n-es N részmatrix elemei G (x j)x;.l_i. Azn =4 és m = 3 esetben
tehat a kovetkezd determindnst kapjuk:

F(yny} F(n)ys F(3)y: | Fx)xi F(x)x3 F(x3)x3 F(xg)x]
Fiypyt F(y2)y: F(y3)ys | F(xi))xi F(xo)xa F(x3)xz F(xg4)xs
F(y1) F(y2) F(y3) F(x1) F(x2) F(x3) F(x4)
GOy GO2)y3 G(3)y; | Gy G)x; Gxz)xi G(xax;
GOy: GO)ys GO3)yi| Gxxi Gx)xs G(x3)xi G(xa)x]
GOyt GOy Gy | Gxpxr Gx)xz G(x3)x3 G(xa)xy
Ghy1) GO GGk | Gx)) Gk Gz G(xs)

Mivel a jobb felsé sarokban all6 részmatrix mindegyik eleme nulla, ez a determinans az M
és N részmatrixok determindnsainak a szorzata lesz (lasd D.0.16). Az M részmatrix osz-
lopaibdl F(y;)-t kiemelve a V (y1, ..., y») Vandermonde-determindns marad. Hasonléan
N oszlopaib6l G (x;)-t kiemelve V (xy, ..., x,) marad. Mindezt Osszevetve

R(F,G)V (Y1, ey Yms X1y evvy Xp) =
=FOD .- - FO)VO1, - s ym)G(x) ... Gxp) VX1, ..o, X))

Itt F(y;) = u(y; — x1)...(yi —x,). A Vandermonde-determinansok kifejtését beirva, és
az y; — xj, X —xj, y; — y; nem nulla polinomokkal egyszer(isitve pontosan a bizonyitando
Osszefiiggést kapjuk. Ez az egyszer(isités megengedett, mert az R nullosztémentes (hiszen
test folotti polinomgytird). U

Most mar vildgos, hogy miért kellett az «; helyett hatdrozatlanokkal szdmolni. Az
ugyanis véletleniil megeshet, hogy f-nek van t6bbszoros gyoke, €s akkor a; — o nulla
is lehet, amivel a fenti bizonyitdsban nem tudnédnk egyszerGsiteni. A megfelel x; — x;
polinom azonban nem a nulla polinom. A vele val6 egyszer(sités ezért megengedett, €s
két egyenld polinomot kapunk az egyszer(sités utdn is. Ide helyettesitiink azutdn az x; he-
lyébe «;-t. (Erdemes elolvasni mindezzel kapcsolatban a 2.5.10. Feladat (4)-es pontjanak
megoldasat kovetd megjegyzéseket.)

3.7.3. Tétel. Legyenek f(x) = apx™ + - - - 4+ ag, valamint g(x) = by, x™ +---+ by egy T
test folotti polinomok, melyek T 616tt gyoktényezOkre bomlanak.

(1) Tegyiik fel, hogy a, és b,, egyike sem nulla, és igy f és g gyoktényezdbs alakja
felirhato f(x) = a,(x —o1)...(x —oy) és gx) = byu(x — B1)...(x — Bp)
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alakban, ahol «;, Bj a T test elemei. Ekkor

R(f.g)=aygla))...glan) =ayby [[ [] (@ —-8)=

1<i<n 1<j<m
= (=D)""b, f(B1) .. f(Bn) = (=D"R(g, f).

(2) Az R(f, g) akkor és csak akkor nulla, ha vagy a, = b,, = 0, vagy a két polinomnak
van k6zds gyoke T -ben.

Bizonyitas. Az (1) allitas els6 egyenl6ségét mar belattuk az el6zd allitdsban. A mdso-
dik egyenl6ség ebbdl azonnal latszik, ha g gyoktényezds alakjaba behelyettesitiink. Ha
mindegyik a; — B; szorzatot megforditjuk, akkor 6sszesen mn-szer valtottunk elGjelet. Az
f gyoktényezds alakjabdl tehat a harmadik egyenldséget is megkapjuk. Innen az utolsé
egyenldség ismét az el6z6 allitdsbodl kovetkezik, f és g szerepének megcserélésével.

Bizonyitsuk be most a (2) allitast. Az (1)-bdl kovetkezik, hogy ha két polinomnak van
kozos gyoke, akkor a rezultansuk biztosan nulla. Ha a, = b,, = 0, akkor a rezultins
definici6jaban a determinéns elsd oszlopa nulla, és igy a rezultdns is nulla. Tegylik fel
most, hogy R(f, g) = 0. Meg kell mutatni, hogy ha a,, és b,, valamelyike nem nulla, akkor
f-nek és g-nek van kozos gyoke T-ben. Vegyiik észre, hogy az R(f, g) = (—1)""R(g, f)
egyenldség kozvetleniil is vilagos, hiszen a determindns két sor cseréjekor eldjelet valt.
Ezért R(g, f) = Ois igaz, vagyis f és g szerepe megcserélhets. Igy feltehetd, hogy a, # 0
(mert akkor ugyanez a gondolatmenet f és g cseréje utdn a b,, # 0 esetet is elintézi).

Ha a, # 0, akkor alkalmazhatjuk a fent bizonyitott 3.7.2. Allitast, és azt kapjuk, hogy

0=R(f. 8 =a,g)...g).
Mivel a,, # 0, valamelyik «; gyoke g-nek, tehat van kozos gyok. U

A most bizonyitott tétel akkor izgalmas, ha az f és g polinomoknak nem ismerjiik a gyo-
keit. De mi a helyzet akkor, ha péld4ul racionédlis egyiitthatés polinomokrdl van szé, ame-
lyeknek nincsen raciondlis gyoke? Mit mond réluk az, hogy a rezultdnsuk nulla? Ebben
az esetben a tételt a komplex szdmtestben érdemes alkalmazni (mert ott minden polinom
gyoktényez0s alakra bomlik), és azt kapjuk, hogy a két polinomnak van k6z6s komplex
gyoke. Késdbb be fogjuk bizonyitani, hogy nemcsak a (Q, hanem minden test részteste
egy olyan testnek, amelyben mar minden polinomnak van gyoke. Ha a tételt erre a bovebb
testre alkalmazzuk, akkor az aldbbi kovetkezményt kapjuk.

3.7.4. Kovetkezmény. Ha T test, akkor a T folotti a,x™ + --- + ag és by, x™ + - -+ + by
polinomok rezultdnsa akkor és csak akkor tiinik el, ha vagy a,, = b,, = 0, vagy a két poli-
nomnak van k6z0s gyoke egy alkalmas T -nél b6vebb testben (aminek tehdt T részteste).

A rezultdnsnak tobb alkalmazdsa is van. A szakasz végén megmutatjuk, hogyan lehet
egyenletrendszereket megoldani a segitségével. Hasznos a rezultans akkor is, ha egy poli-
nom tobbszords gyokeit akarjuk vizsgélni. Tudjuk, hogy egy f polinom tobbszoros gyokei
az f-nek és a deriviéltjanak a kozos gyokei, s igy az R(f, f') rezultians akkor lesz nulla,



3.7. A rezultdns és a diszkriminans 117

ha a polinomnak van tobbszoros gyoke. Latni fogjuk azonban, hogy a kovetkez6 eredmény
akkor is hasznos informaciét nytjt a gyokokrdl, ha mindegyik csak egyszeres, példaul segit
megéllapitani egy valds egyiitthatds polinom valés gyokeinek a szamat.

3.7.5. Tétel. Legyen T test, és f € T[x]. Tegyiik fel, hogy f(x) = c(x —ay)...(x —ay),

aholc, oy, ...,a, € T ésc # 0 az f foegyiitthatoja. Ekkor
nn—1) _
R =2 & I (@i—ap?.
1<i<j<n

Bizonyitds. A 3.7.2. Allitds miatt

R(f, =" () ... flan).
A 3.6.9. Gyakorlat szerint

flei) =clai —ap) ... (o — i) (e — aigr) ... (0 —ap).

P

Ezt az el6z06 képletbe behelyettesitve, €s az a; — o kiilonbségek koziil azokat megforditva,
ahol i > j, az allit4st kapjuk. U

3.7.6. Definicié. Legyen T test, €s az f € T[x] nem nulla polinom f&egyiitthatdjat je-
16]je c. Ekkor a
nn—1)

(=D 2 R, f)
c
kifejezést az fdiszkrimindnsdnak nevezziik.

Ha tehét f gyoktényezds alakja (akar egy bovebb testben) f(x) = c(x —oy) ... (X —0ty),
akkor diszkriminansa a fenti tétel szerint

C2n—2 1_[ (Ofi _ a])z .

I<i<j<n

3.7.7. Kovetkezmény. Ha T test, akkor egy T folotti polinom diszkrimindnsa akkor és csak
akkor tiinik el, ha a polinomnak van tobbszoros gyoke egy alkalmas T -nél b6vebb testben.

Az R(f, f') rezultdnsnak vajon miért pont a (—1)"*=1/2 /c-szeresét valasztottuk f diszk-
rimindnsdnak? A szakirodalom sem egységes ebben a tekintetben, a fenti valasztds mellett
azonban tobb komoly érv szdl. Egyrészt (az aldbbi gyakorlat szerint) a masodfokud egyenlet
esetében gy vissza fogjuk kapni a megolddképletbeli gyokjel alatti kifejezést, vagyis a diszk-
rimindns fogalma megegyezik a kdzépiskoldban megszokott széhaszndlattal. Egy masik ok
az, hogy a fenti szorzatformula szerint a diszkriminéns teljes négyzet (és igy valds ¢ és «;
esetén mindig nemnegativ), ennek jelent6ségét az aldbb bizonyitandé 4llitds mutatja. Végiil
nagyon fontos szempont, hogy a széles korben hasznalt matematikai szamit6gépes programok
(Maple, Mathematica, Mupad) szintén a fenti definiciét hasznaljak.
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3.7.8. Allitas. Ha f val6s egyiitthatés nem nulla polinom, akkor a diszkrimindnsa akkor és
csak akkor pozitiv, ha minden komplex gydke egyszeres, és a nem valés komplex gyokei-
nek szama néggyel oszthato.

Bizonyitds. Legyenek «q, ..., az f komplex gyokei, feltehetjiik, hogy mindegyik egy-
szeres (kiilonben a diszkrimindns nulla lesz, €s az allitds igaz). Kiszamitjuk a rezultins
elGjelét a fenti szorzatképlet alapjan. Nyilvan ¢>"~2 > 0. A szorzat tovabbi tagjai az i < j
szampdarokhoz tartoz6 (o; — o j)z tényezdSk. Mivel f valds egyiitthatds, minden gyokének a
konjugdltja is gyok. Ha tehat a; = oy €s & = ay, akkor a szorzatban szerepel az (o —ay)?
tényez0 is (k > ¢ esetén (oy — ax)? forméaban). Ha az {i, j} és {k, £} szamparok kiilon-
bozdk, akkor ez két kiillonboz6 tényezd, és szorzatuk pozitiv valds (hiszen egy szdmot a
konjugéltjaval szoroztunk 0ssze). Ha viszont {i, j} = {k, £}, akkor vagyi = k és j = ¢,
vagy i = £ és j = k. Az els0 esetben «; €s aj valds szdmok, és (a; — « j)2 pozitiv valds.
A masodik esetben o; €s a; egymas konjugaltjai. Ekkor o; — «; tisztdn képzetes szdm,
és igy a négyzete negativ valds. A konjugalt nem valés gyokparok mindegyike tehét egy
negativ valds szammal jarul hozz4 a fenti szorzathoz. Igy a szorzat akkor és csak akkor
lesz pozitiv, ha ezeknek a gyokparoknak a szdma péros. OJ

3.7.1. Gyakorlat. Legyen f(x) = ax?+ bx 4 ¢ masodfokd polinom. Mutassuk meg, hogy
f diszkrimindnsa b — 4ac, vagyis a megoldéképletben a négyzetgyok alatt 116 kifejezés.

Az el6z0 allitas alapjan igazoljuk, hogy az f polinomnak akkor és csak akkor valdsak a
gyokei, ha a diszkrimindnsa nemnegativ.

3.7.2. Gyakorlat. Legyen f(x) = x> + px + ¢. Mutassuk meg, hogy f diszkrimindnsa
—27¢%—4p3, vagyis a Cardano-képletben a négyzetgyok alatt 4116 kifejezés —108-szorosa.

3.7.9. Példa. Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert a rezultans felhaszndlasaval.
yx24+y2-2=0
yzx2 +yx—2=0

A megoldéds sordn mindkét egyenlet baloldaldt x polinomjanak képzeljiik, és felirjuk a
rezultansukat. Az eredmény a kovetkez6 lesz:

y 0 y>—=2 0
10y 0 y2 =2
r (y ) — y2 y ) 0
0 y? y -2
A rezultans akkor és csak akkor nulla, ha vagy mindkét féegyiitthaté nulla, vagy a két poli-
nomnak van kozos gyoke. A két fegyiitthaté vy, illetve y2. Mindkettd akkor és csak akkor
nulla, ha y = 0. Az els6 egyenletbdl latszik, hogy erre az y-ra nincs megolddsa az egyen-
letrendszernek. Tehat feltehetjiik, hogy y # 0. Ebben az esetben az r(y) polinom gyokei
azok az y értékek, amelyekre az egyenletrendszer két egyenletének van (az x véaltozéban)
kozos megoldasa.

= y8 —4y® 4 5y° 44yt — 10y° + 4y,
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Normadlis koriilmények kozott az r(y) polinom gyokeit kozelitd mddszerekkel hatdroz-
ndnk meg. Most azonban szerencsénk van, mert ezt a polinomot viszonylag konny( szor-
zattd alakitani. Az y? kiemelése utdn a raciondlis gyokteszttel megallapithatjuk, hogy a
raciondlis gyokei 1 és —2. A megfelel6 gyoktényezSk kiemelése utan y* — y3 —y? +4y —2
marad, ami kis ligyeskedéssel két masodfoku polinom szorzatira bonthat6:

r(y») =y - DO +2)0* =2y +2)0*+y—1).

Ha példaul y = 1, akkor az egyenletrendszer elsé egyenlete x> — 1 = 0, a mdsodik
x?4x —2 = 0lesz. Ezek kozos gyoke csak az x = 1. Ugyanilyen szdmoldssal kapjuk meg
az r(y) tobbi gyokéhez is a megfeleld x értékeket. Végeredményben az egyenletrendszer
0sszes megoldésa a kovetkezd hat (x, y) par lesz:

(1, b, da,-2, 1+i, 14+, (—1—i,1—-1),
(ﬁ+1ﬁ—j (hv§4—ﬁ) -
2 b b .

2 2 2

A rezultdns tehat arra alkalmas, hogy két egyenletbdl egy olyan csinaljon, amelyben mar
eggyel kevesebb ismeretlen van. Ha kettdonél tobb ismeretleniink vagy egyenletiink van,
akkor a médszert tobbszor egymads utdn kell alkalmazni.

Gyakorlatok, feladatok
3.7.3. Gyakorlat. A rezultdns modszerével vezessiik vissza az aldbbi hdrom egyenletrend-
szert egyismeretlenes egyenletre, és oldjuk is meg Sket C folott.
x—1 -y 4+@x+1)-y—2=0 x—=1) -y 4+x+1)-y—1=0
(x—1)-y>+ x-y—1=0 (x—1)-y>+ x-y—1=0

xP=y+z+1
yV=z+x+1
PZ=x+y+1

3.8. A harmad- és negyedfoki egyenlet

A harmadfoku egyenlet megoldasi 6tletérdl és a Cardano-képletrdl mar volt sz6 a komp-
lex szamok bevezetése kapcsan, de szdmos kérdés nyitva maradt. Azoéta felépitettiik azokat
az eszkozoket, amelyekkel a témdt lezarhatjuk. A tdrgyalds az el6z6 szakaszhoz hason-
16an kissé vazlatos lesz, és csak arra az esetre szoritkozunk, amikor az egyenlet egyiitthat6i
komplex szamok. El&szor roviden atismételjiik, hogy meddig is jutottunk el az 1.2. Sza-
kaszban.
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Az éltalanos harmadfoku egyenlet megolddsdnak kérdését visszavezettiik arra az esetre,
amikor az egyenlet
x4 px+qg=0
alakd. Megmutattuk, hogy ha u és v olyan szamok, melyekre uv = —p/3 ésu’+v> = —¢,
akkor az u + v szam biztosan megolddsa az egyenletnek. Ezt az egyenletrendszert ugy
prébaltuk megoldani, hogy az elsé egyenletet kobre emeltiik. Ekkor az s = u? ést = v>

értékekre
S (Y2 P (X R
s_2+\/2+3 © =7 2) T3

adédott. Ezekre az s és ¢ szdmokra tehdt s + ¢t = —gq és st = (—p/3)? teljesiil. Innen u-t
és v-t kobgyokvondssal akartuk meghatarozni, €s eredményiil a Cardano-képletet kaptuk:

L SN IR BN IR

Ezzel a képlettel tobb probléma is van. Nem mutattuk meg, hogy az egyenlet mindegyik
megoldasa megkaphat6 ebbdl a képletbdl, és azt sem, hogy a képlet altal adott szdm meg-
oldésa az egyenletnek. Ennél stlyosabb probléma, hogy a képlet nem is egyértelmdi, hiszen
tudjuk, hogy egy nem nulla komplex szamnak hidrom kiilonb6z6 kobgyoke van. A képletet
tehdt elvileg 3 - 3 = 9-féle mddon értékelhetjiik ki.

Annyit azért tisztdztunk az 1.2.4 és az 1.2.10 gyakorlatok megolddsa sordn, hogy a kép-
letben (vagyis az s és ¢ kifejezésekben) szerepld két négyzetgyokot ugy kell valasztani, hogy
egymds ellentettjei legyenek. (Vigydzzunk, komplex szdmok esetén egy szdmnak két egyen-
rangu négyzetgyoke van, nincs kozottiik kitlintetett, nem mondhatunk olyat, mint valdsban,
hogy a négyzetgyok mindig a nemnegativ értéket jeloli, 1asd az 1.2.11. Gyakorlat megoldasat).
Ha ezt a két négyzetgyokot a képletben megcseréljiik, akkor u és v kicserélddik.

3.8.1. Tétel. Ha a Cardano-képletben szereplé u és v kobgyokoket gy valasztjuk, hogy
szorzatuk — p /3 legyen, akkor a képlet az egyenlet megolddsat szolgaltatja, és az egyenlet
mindegyik megolddsa megkaphat6 ezen a modon.

Bizonyitds. Barhogyan is vélasztjuk ki az u és v kobgyokoket, u> +v> = s +1 = —¢q
és uPv® = st = (—p/3)> biztosan teljesiilni fog. Ha uv = —p/3 is teljesiil, akkor az
imént felidézett allitds szerint x = u + v tényleg megolddsa az egyenletnek. Meg kell
még mutatnunk, hogy az egyenlet mindegyik megolddsa megkaphat6 a képletbSl. Egyuttal
gyakorlati dtmutat6t is adunk a képlet hasznalatéra.

Vilasszuk kiilon azt az esetet, amikor p = 0. Ebben az esetben az egyenlet az x3+¢ = 0
alakot Olti, megolddsai tehit a —qg szdm kobgyokei, és ezért nem érdemes a képletet hasz-
ndlni. Meg kell azonban mutatnunk, hogy a képlet ebben az esetben is kiadja az egyen-
let megoldésait. Amikor behelyettesitiink, akkor a (—g/2)? szambél kell négyzetgyokat
vonni, ennek értékei —q /2 és g /2. Ha az s kifejezésben vdalasztjuk a —¢q /2, a t kifejezés-

ben pedig a ¢ /2 értéket, akkor s = u® = —g és t = v> = 0 adédik. Igy v = 0, és u a —g
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szam valamelyik kobgyoke. Ezek szorzata tényleg p/3 = 0, és igy a képlet tényleg kiadja
az egyenlet megoldésait.

Tegyiik most f6l, hogy p # 0. Megmutatjuk, hogy u-nak szabad az s kifejezés bdarmelyik
kobgyokét vélasztani, a v = — p/3u vélasztas a ¢ kifejezés egyik kobgyokét fogja eredmé-
nyezni (és igy az egyenletnek az egyik megoldasat kapjuk). Tudjuk, hogy st = (—p/3)>
(specidlisan s, és igy u sem nulla). Ha tehat u> = s, akkor innen

v’ = (—=p/3u)} = (=p/3)/u =st)s =1t.

Tehat tényleg valaszthatjuk u-nak az s szdm barmelyik kobgyokét.

Legyen az s harom kobgyoke u1, us, us, ekkor v; = —p/3u; is kiadja a ¢t szdm hirom
kobgyokét (hiszen harom kiilonb6z6 szamrdl van szd). Azt kell még megmutatni, hogy
u; + v; az egyenlet 0sszes megoldasa, azaz hogy

) =x 4 px4qg=(x—u —v)x —uy —v2)(x —uz — v3).

Ezzel valgjdban tobbet bizonyitunk: azt is megmutatjuk, hogy ha az f polinomnak van-
nak tobbszords gyokei, akkor a Cardano-képletet az imént leirt médon haszndlva minden
gyokot annyiszor kapunk meg, amennyi a multiplicitdsa. A kodzvetlen beszorzas helyett
rovidebb utat valasztunk.

Legyen «; = u; + v;, tudjuk, hogy ezek gyokei f-nek. Tegyiik f6l, hogy az «; szdmok
kozott van két kiilonboz6, mondjuk oy # «p. Az f polinomban nem szerepel x2-es tag,
ezért gyokeinek Osszege nulla, és igy harmadik gyoke csak —a; — a2 lehet. Azt kell tehat
belétni, hogy —a1 — ap = a3. De ez igaz, mert egy komplex szdm harom kobgyokének az
Osszege nulla, és igy u1 +uz +u3z =0, vy +v2 +v3 = 0, vagyis a1 + a2 + o3 = 0. Ebben
az esetben tehat készen vagyunk.

Ha az «; szamok mindhdrman egyenldk, akkor, mivel 0sszegiik nulla, mindegyik nulla
kell, hogy legyen. Igy u; = —v; = p/3u;, azaz ulz = p/3. Ez lehetetlen, mert a p/3-nak
csak két négyzetgyoke lehet, az u 1, u;, u3 pedig (a most vizsgalt p # 0 esetben) paronként
kiilonboz6. Ez az ellentmondds bizonyitja az éllitast. (Az olvasé meggondolhatja, hogy a
harom «; val6jdban csak a p = g = 0 esetben lehet egyenld.) 0

3.8.2. Tétel. A komplex egyiitthatés f(x) = x3 + px + ¢ polinomnak akkor és csak akkor
van tobbszoros komplex gyoke, ha a Cardano-képletben a négyzetgydkjel alatt 4116

o= (-4 ()

kifejezés nulla. Ha a p és q egyiitthatok valdsak, akkor D < 0 esetén mindegyik gyok
valés, D > 0 esetén pedig egy valdos gyok van, a masik két komplex gyok pedig egymds
konjugaltja.

Bizonyitds. A 3.7.2. Feladatban kiszamoltuk, hogy az f polinom diszkrimindnsa —108D.
Ez akkor és csak akkor nulla, ha D = 0, ami az els6 allitast bizonyitja (hiszen a diszkrimi-
nans akkor tlinik el, ha van tébbszoros gyok).
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Tegyiik fel, hogy p és g valés. Ha a polinomnak van nem valds gyoke, akkor ennek
konjugaltja is gyok, a harmadik gyok pedig valds, ebben az esetben tehat harom kiilonbdz6
gydk van. A nem valés gyokok szdma 2, ami nem oszthaté néggyel, tehat a 3.7.8. Allits
szerint ilyenkor f diszkriminédnsa, azaz —108 D negativ, tehdt D > 0. A mdsik lehet6ség
az, ha harom val6s gyok van. Ekkor a nem valés gyokok szama nulla, ami néggyel oszthat6
szdm, és igy a 3.7.8. Allitds szerint f diszkrimindnsa, azaz —108D nulla vagy pozitiv,
vagyis D < 0. UJ

Ez az eredmény megerdsiti azt az anomalidt, amit konkrét példidkon mar megismertiink
az 1.2. Szakaszban. Ha D > 0, akkor az egyetlen valds gyokot csak valosban szamolva
megadja a Cardano-képlet. Ha azonban hiarom valés gyok van, akkor a Cardano-képletben
negativ szdmbdl kell négyzetgyokot vonni, tehat ha komplex szdmokat nem hasznalhatunk,
akkor a képlet az egyenlet egyik gyokét sem adja meg! A régiek, akik még nem ismerték a
komplex szamokat, ezt Casus irreducibilisnek, megoldhatatlan esetnek nevezték.

A helyzet valjdban még rosszabb: nemcsak a Cardano-képlettel, hanem semmilyen mds,
a négy alapmiiveletet és valosban marado akdrhdnyadik gyokvondsokat tartalmazo, akdr-
milyen bonyolult képlettel sem lehet dltaldaban kiszdmitani a harmadfokii egyenlet gyokeit
akkor, ha hdarom valos gyok van. Ez a tétel a Galois-elmélet eszkozeivel bizonyithatd. Ma-
gat a tételt nem bizonyitjuk, de egy testvérét késébb igen, nevezetesen azt, hogy az édltalanos
0tod- (és magasabb) foku egyenletet mar komplex gyokvondsok segitségével sem lehet 4l-
taldban megoldani, ezekre mar nem létezik olyan megolddképlet, amely az egyiitthatékbol
kiindulva a négy alapmiiveletet és az akdrhanyadik gyokvondsokat haszndlja.

Természetesen mérnoki szamitdsokhoz mar a harmadfoki egyenletet sem a gyokképlettel
érdemes megoldani, hanem kozelité médszerekkel. A kozelitd6 médszerek azonban nem min-
den probléma megolddsara alkalmasak. Ha példdul azt kell eldonteni, hogy van-e tobbszoros
gyok, akkor a fenti elméletre, azaz a diszkriminans vizsgalatara van sziikség.

Am egy olyan elméleti problémit, hogy létezik-e gyokképlet, nem a gyakorlati alkalma-

zasok miatt érdemes vizsgélni. Mint a bevezetSben is irtuk, a matematikdban 4ltaliban nem
lehet eldre tudni, hogy mely kérdések a fontosak, mert ehhez nem vagyunk eléggé okosak!
A j6 problémaék azok, amelyek 4j, még feltaratlan teriiletekre, 1ij jelenségek megértésére vezet-
nek. A keletkez6 elméletek azutdn mar sokszor gyakorlati alkalmazdsokat is adnak. J6 példa
erre, hogy az egyenletek gyokképletének vizsgilata a Galois-elmélet kifejlédéséhez vezetett,
ennek segitségével értettiik meg a véges testek szerkezetét, ezeket pedig, szinte varatlan mé-
don, alkalmazni lehet a hiradastechnikdban, azaz a kodelméletben. Minderr6l sz6 lesz késébb
ebben a konyvben.

3.8.1. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy az ax? + bx + ¢ € C[x] polinom akkor és csak
akkor négyzete egy C[x]-beli polinomnak, ha b> — 4ac = 0 (itt a = 0 is megengedett).
3.8.3. Tétel. Az altalanos negyedfoki komplex egyiitthatés polinomok gyokeit megkaphat-
Jjuk az egyiitthatokbol a négy alapmiivelet és a gydkvonds segitségével.

Bizonyitds. A negyedfoki egyenlet megolddképlete annyira bonyolult, hogy nem szokas
és érdemes felirni, hanem inkdbb egy mddszert mutatunk a gyokok meghatdrozasara. Csak
a megoldas otletének a bemutatdséra szoritkozunk, €s a diszkussziot is elhagyjuk.
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A féegyiitthatoval leosztva az egyenlet a kovetkezd alaki lesz:
f(x) =x*tal+bx’+cex+d=0.
A terviink az, hogy f-et két misodfokid polinom szorzatira bontsuk, mert akkor mér
konnyl megkeresni a gyokeit. Ehhez egy harmadfoku egyenletet kell majd megoldanunk.

A két médsodfoki tényez6t K + L és K — L alakban keressiik, az egyenletet tehat két négyzet
kiilonbségeként akarjuk felirni. A K (x) polinomot

K(x):xz—i—%x—l—u

alakban érdemes keresni (az x-es tag egyiitthatGjat azért valasztjuk a /2-nek, hogy K 2-ben
az x> egyiitthat6ja ugyanaz legyen, mint f-ben). Ekkor konnyii szdamolassal adédik, hogy

fx) = K(x)2 — ((ZM + %2 — b>x2 + (au — c)x + (u2 — d)) .

A zérdjelben 4ll6 polinom akkor lesz egy L(x) polinom négyzete, ha a diszkrimindnsa nulla
(3.8.1. Gyakorlat), azaz

(au —c)> — Bu+a*> —4b)w?> —d) =0.

Ez u-ra harmadfoku egyenlet, amit az eredeti egyenlet harmadfokii rezolvensének neve-
ziink. Ezt u-ra megoldjuk, és igy elvégezhetjiik az f szorzatra bontdsat. U

Gyakorlatok, feladatok

3.8.2. Gyakorlat. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a komplex szdmok kozott.
(1) x3—6ix —i+8=0.
() x3 +12x — 16i = 0.
(3) x3 —21x +20=0.
4) x*4+x24+4x -3 =0.

3.8.3. Gyakorlat. Tekintsiik a 3.3.10. Feladatban vizsgalt x* — 10x> + 1 polinomot. Irjuk
fol a harmadfoku rezolvensét, és keressiik meg ennek mindharom gyokét. Hogyan véltozik
ennek a polinomnak a felbontdsa két masodfokd szorzatdra, ha a rezolvensnek mas-mas
gyokét hasznéljuk?

3.8.4. Feladat. Mutassuk meg, hogy egy negyedfok, raciondlis egyiitthatés polinom akkor
és csak akkor irreducibilis Q f616tt, ha sem neki, sem a harmadfoku rezolvensének nincs
raciondlis gyoke.

3.8.5. Feladat. Legyen f(x) paratlan foku reciprok polinom (lasd 3.5.8. Feladat). Mutas-
suk meg, hogy f-nek gyoke a —1. Igazoljuk, hogy az x” +2x% —x* —x3 4+ 2x+1=0
egyenlet megoldhat6 gyokjelek segitségével (azaz visszavezethetd legfeljebb negyedfoku
egyenletre).

3.8.6. Feladat. Vezessiik vissza az x®+2x?+4x+2 = 0 egyenletet negyedfoki egyenletre.
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3.9. A korosztasi polinom

Ebben a szakaszban specidlis, konkrét polinomokrdl lesz sz6: azokrdl, amelyeknek a
gyokei pontosan az n-edik primitiv egységgyokok. Ezek természetesen adédnak, amikor
az x" — 1 polinomot irreducibilisek szorzatdra bontjuk Z folott. Fel fogjuk 6ket haszndlni a
geometriai szerkeszthet6ség elméletében is. Az aldbbiak elolvasédsa el6tt érdemes atismé-
telni a komplex egységgyokokrdl és a rendjeikrdl tanult dllitdsokat.

3.9.1. Definicio. Ha n > 1 egész, akkor ®,, jeloli az n-edik korosztdsi polinomot, vagyis
azt a normalt polinomot, melynek gyokei pontosan a primitiv n-edik egységgyokok (mind-
egyik egyszeres). Képletben:

Dp(x)=(x—§&)...(x — gga(n)) )

ahol &1, ..., &y(n) az Osszes primitiv n-edik egységgydk, vagyis az dsszes n-edrendi komp-
lex szam.

Latjuk, hogy ®, foka ¢(n). A definiciét kis n szamok esetén kozvetleniil felhasznédlhat-
juk a korosztasi polinomok kiszdmitisara. Nyilvan

Dix)=x—1 és Pr(x)=x—(—D)=x+1.

A negyedik egységgyokok (1, —1,i és —i) koziil az i és a —i negyedrenddi, azaz primitiv,
és ezért
Dy(x) = (x —i)(x +i) =x*+ 1.

3.9.1. Gyakorlat. Mutassuk meg a megfelel6 egységgyokok algebrai alakjanak kiszamita-
sdval, hogy ®3(x) = x> +x + 1, Pg(x) =x2 —x + 1és Dp(x) = x* —x? + 1.

Ez a kozvetlen médszer dltaldban nem mikodik: nagyobb n-ekre mar a sin(2w/n) és
cos(2m/n) értékét is csak kozelitdleg tudjuk kiszamolni, a beszorzas pedig végképp elbo-
nyolitja a dolgot. Pedig az eredmény szép: az Osszes eddig targyalt esetben egész egylitt-
hatés polinom jott ki, és 14tni fogjuk, hogy meglepd mddon ez éltaldban is igy van.

Hogyan hatarozhatndnk meg példdul a ®3 polinomot? Ennek gyokei harmadik egy-
séggyokok. A hdrom harmadik egységgydk az x> — 1 polinom hdrom gyoke. Ezek koziil
az 1 nem jO, mert az nem primitiv harmadik egységgyok, de a masik kettd igen. Ezért
ez a masik két szam az (x*> — 1)/(x — 1) = x> + x + 1 polinomnak lesz gyoke. Azaz
O3(x) =x%2+x+ 1.

3.9.2. Gyakorlat. Altalanositsuk ezt a gondolatmenetet a 3 helyett tetszGleges primszamra.

Ha a hatodik korosztasi polinomot akarjuk kiszdmitani, akkor a hatodik egységgyokoket
kell attekinteniink. Legyen n = cos 60° +i sin 60°. Ez primitiv hatodik egységgyok, ezért a
hatodik egységgyokok ennek a hatvanyai. A hatvany rendjére vonatkoz6 képletbdl latjuk,
hogy o(n) = o(n’) = 6 (ezek a hatodik primitiv egységgyokok), on?) = o(n*) =3
(tehat ? és n* pont a két primitiv harmadik egységgyok), o(n®) = 2 (valéjban n’ = —1),
végiil 0(n®) = 1 (és n® = 1). Az aldbbi abran feltiintettiik a hatodik egységgyokoket, a
bekarikdzott szamok pedig a rendjeik.
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A

® ' (©

3.9.1. abra. A hatodik egységgyokok rendjei.

Mivel x® — 1 gyokei pont a hat darab hatodik egységgydk, azt kapjuk, hogy

2 —1=@=ne =) =) -1 =) —1°).
Csoportositsuk a gyoktényezoket az egységgyokok rendjei szerint.

1= = —P)] [ =) =nH] &« =7) & = 1% =

= Pg(x) - ®3(x) C Dy(x) - Di(x).
Innen
B(x) = x0—1
T 01 () Dy (x) D3 (x)

Mivel a @, &, és @3 polinomokat mar kiszdmoltuk, osztassal megkapjuk a keresett ®g-ot
is. A szamolast lerdviditi, ha felhasznéljuk a kordbban mar bebizonyitott @ (x)P3(x) =
x3 — 1 Gsszefiiggést:

T = =x"—x+1.
(x 1Dy (x) x+1

Dg(x) =

3.9.3. Gyakorlat. Kovessiik végig ezt a gondolatmenetet n = 6 helyett n = 12-re, és
hatdrozzuk meg a @1, polinomot ezzel a mddszerrel is.
Az elhangzott gondolatmenetet most mar konny( altaldnositani.

3.9.2. Lemma. Han > 1, akkor ]_[d|n dy(x) =x" —1.

Bizonyitds. Legyen n = cos(2m/n) + i sin(2rr/n). Ekkor n primitiv n-edik egységgyok,
és ezért hatvanyai az n-edik egységgyokoket adjadk meg. Ezek éppen az x" — 1 gyokei, és
mivel n kiilonb6z6 szamrdl van sz96, az x" — 1 gyoktényezds alakja

M= l= == (x—n").
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Ismét a megfeleld egységgyokok rendjei szerint csoportositjuk a gyoktényezdket. Jelolje
fa ad rendli egységgyokokhoz tartozé gyoktényezdk szorzatét. Igy

M —1=]]fax.
d

Elég belétni, hogy az itt fellépd d szdmok pontosan n 0sztdi, €s hogy ezekre f; = Py.

Ha egy d szam fellép, vagyis ha d = o(n™) teljesiil valamelyik m-re, akkor (n™)" =
(n™™ = 1" = 1 miatt n j6 kitevGje n"-nek, és igy d | n. Tehat a felléps d szamok tényleg
csak n osztoi lehetnek. Tegyiik fel, hogy d | n. Ekkor ®, gyoktényezds felbontasdban az
osszes d rendli komplex szam szerepel, f; felbontasdban pedig az olyan d rendl komplex
szamok szerepelnek, amik egyben n-edik egységgyokok is (mindegyik egyszer). De ezek
ugyanazok a szamok: mindegyik d-edik egységgyok egyben n-edik egységgyok is. Hiszen
ha egy & szdmra d = o(§) | n, akkor £" = 1, ezért £ egy n-edik egységgyok. Belattuk
tehat, hogy f; = Py. 0

3.9.4. Gyakorlat. Igazoljuk, hogy tetsz6leges n > 1 egészre ) dn P(d) = n.
3.9.3. Kovetkezmény. Han > 1, akkor a ®,, korosztdsi polinom egész egyiitthatos.

Bizonyitds. Indirekt bizonyitunk, tegyiik fel, hogy az 4llitds nem igaz, és legyen n a legki-
sebb olyan pozitiv egész, melyre @, nem egész egyiitthatds. Az el6bbi lemma miatt

o, (x) = x"—1
"= T
b

Az n minimalit4dsa miatt a nevez6ben csupa egész egyiitthatds polinom van, amik norméltak
is. Ezért a nevezd maga is normdlt, és egész egyiitthatés. Azt a gondolatot alkalmazzuk,
amit mar lattunk a 3.2.12. Gyakorlatban. Tudjuk, hogy minden olyan polinommal lehet
maradékosan osztani, melynek a féegyiitthatdja invertdlhaté. Ezért a szamlalé maradéko-
san eloszthat6 a nevezdvel Z[x]-ben. A maradékos osztds (C folotti) egyértelmisége miatt
a hdnyados és a maradék ugyanaz, mint ha az osztast C folott végeznénk. De C folott tud-
juk, hogy a hanyados ®,, és a maradék nulla. Tehat Z folott is ®,, a hdnyados, vagyis @,
mégis egész egyiitthatds. Ez az ellentmondds bizonyitja az allitast. U

Ebben a bizonyitdsban a teljes indukcidnak egy formdjat hasznaltuk, feltettiik, hogy az
allitas minden n-nél kisebb értékre igaz, és belattuk ebbdl, hogy n-re is igaz (ennek egy val-
tozatit a szdmelméletben végtelen leszdllasnak is nevezik). Noha a fenti fogalmazasbdl is
latszik, hadd hangsilyozzuk még egyszer, hogy ilyenkor az indukciénak nincs ,.kezd6 esete”.
Példaul az n = 1-et nem kell kiilon megnézni: a fenti gondolatmenetnek ekkor is miikddnie
kell. Ha n = 1, akkor az, hogy minden n-nél kisebb értékre tudjuk az allitast, ires feltétel.
A fenti képlet most igy néz ki:
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A nevezd iires szorzat (ilyennel mar taldlkoztunk a 2.2.23. Gyakorlatban), értéke tehat 1, és
igy a ®1(x) = x — 1 osszefiiggést kapjuk, ami persze bizonyitja, hogy @ egész egyiitthatos.

A tanulsag az, hogy miképpen egy programozénak figyelnie kell arra, hogy a programja
akkor is jol miikodjon, ha mondjuk egy ciklus nullaszor fut le, minden bizonyitdsban figyel-
Jjlink oda az ,,extrém” esetekre is, példdul arra, amikor egy halmaz, dsszeg, vagy szorzat iires,
vagy valami nulldval egyenld, mert a bizonyitdsnak ilyenkor is miikddnie kell.

Mint a ®¢ példdjan lattuk, az iménti bizonyitds egyben mddot ad arra, hogy a korosz-
tasi polinomokat rekurzivan kiszdmitsuk. A szakasz végén lev$ gyakorlatokban erre tobb
példat is lathatunk. A 3.9.5. Gyakorlat, valamint a 3.9.9 és a 3.9.6. Feladatok lehet&vé te-
szik, hogy az n-edik korosztasi polinom kiszamitdsat visszavezessiik arra az esetre, amikor
az n paratlan, 6sszetett, négyzetmentes szdam, (vagyis minden primosztdja az els6 kitevon
szerepel).

A Maple program segitségével tetszdleges n esetén kiszamithaté ®,, (s6t, az eredményt a
matematikai dokumentumok szedésére mindenki altal hasznalt, Donald Knuth altal tervezett
TeX nyelv formatumdban is megkaphatjuk). Példaul a

with (numtheory) :
for n from 3 by 2 to 105 do
if issgrfree(n) and not isprime(n) then
print (n, cyclotomic(n,x))
fi
od;

parancssorozat kiirja paratlan, négyzetmentes, nem prim szdmokra a korosztasi polinomokat
105-ig. Az eredmény az E. Fiiggelékben olvashaté. A listdbol megdallapithatjuk, hogy n = 105
a legkisebb olyan szdm, melyre a &, polinomnak van olyan egyiitthatdja, ami nem a 0, 1, —1
szamok valamelyike. Ezt szamitégép nélkiil is megmutathatjuk, csak azt kell kiszdmolni,
hogy ha n két kiilonb6z6 paratlan prim szorzata, akkor ®,, egyiitthatéi csak a 0, 1, —1 szdmok
lehetnek.

Korabban azt allitottuk, hogy az x" — 1 irreducibilis komponensei éppen a korosztisi
polinomok, més szdval, hogy a korosztasi polinomok irreducibilisek Z folott. Ezt most
mar be is tudjuk latni: a konyv elsd részének utolsd, és — véleményiink szerint — legszebb
bizonyitdsa kovetkezik.

3.9.4. Tétel. Mindegyik korosztasi polinom irreducibilis Z és Q folott.

Bizonyitds. A 3.4.6. Tétel miatt a ®,, korosztasi polinom ugyanakkor irreducibilis Z és Q
folott, hiszen primitiv (mert normalt), €s nem konstans. Bontsuk fel Z f6l6tt irreducibilisek
szorzatira: ®,(x) = f1(x)... fs(x). Az f; tényezbk fGegyiitthatja csak +1 lehet, tehat
egyik sem konstans (hiszen akkor 1, vagyis egység lenne Z[x]-ben), és igy mindegyik f;
irreducibilis Q[x] folott is. Azt kell megmutatnunk, hogy ebben a felbontdsban csak egy
tényezd szerepel.

3.9.5. Lemma. Legyen p { n prim. Ha egy ¢ szdmra f)(¢) = 0, akkor f1(e”) = 0.
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Ebbdl a lemméabdl konnyen kovetkezik a tétel. Valdban, mivel f; legaldbb els6foku, van
egy ¢ € C gyoke, ami persze ®,-nek is gyoke, azaz primitiv n-edik egységgyok. Tehat
az Osszes n-edik primitiv egységgyok hatvanya e-nak, (1.5.8. Tétel) méghozz4 (a hatvany
rendjének képlete miatt) n-hez relativ prim kitev6jl hatvanya. Tekintsiik az €™ szamot,
ahol (m,n) = 1. Az m szam felbonthaté primek szorzatara: m = pj... pg, ahol per-
sze egyik p; sem osztdja n-nek. A lemma miatt £”! gydke f1-nek. Most alkalmazzuk a
lemmat az P! szamra és a p, primszamra. Azt kapjuk, hogy (eP1)P? = gP1P2 is gyoke
f1-nek. A lemmat még ¢ — 2-szer alkalmazva adddik, hogy eP1--Pt = g™ is gyoke f1-nek.
Azaz f1-nek gyoke az 6sszes n-edik primitiv egységgyok, és igy @, Osszes gyoktényezdje
mér fi-ben szerepel. Tehdt fi a @, felbontdsanak egyetlen tényezGje. Igy a 3.9.4. Tétel
bizonyitdsdhoz mér csak a lemmat kell beldtnunk, most ez kdvetkezik.

Tegyiik fel, hogy fi(e) = 0, de fi1(e?) # 0. Mivel p t n, az & is primitiv n-edik
egységgyok, azaz gyoke ®,-nek. Ezért £” gyoke valamelyik f; polinomnak (ahol j # 1).
Az indexek atszamozdsdaval feltehetjiik, hogy j = 2. Tehat f,(e?) = 0.

Tekintsiik az f](x) és az f>(x?) polinomok kitiintetett kzos osztdjat. Tudjuk, hogy ezt
Q és C folott kiszamitva ugyanazt a raciondlis egylitthatés f polinomot kapjuk (3.2.3. Gya-
korlat). Mivel a két polinomnak ¢ kdzos gyoke, az f polinom nem konstans (osztéja C[x]-
ben x —¢). Ezért f | f1-bOl és f irreducibilitdsabdl az kovetkezik, hogy f az f polinom-
nak asszocidltja, azaz nem nulla raciondlis konstansszorosa. Mivel f(x) | f2(x?), ezért
belattuk, hogy f1(x) osztéja az f>(x?) polinomnak QQ[x]-ben. De akkor osztéja Z[x]-ben
is, hiszen f] féegyiitthatéja +1, és igy amikor a g(x) = f2(x?)/f1(x) osztast elvégez-
ziik, akkor végig Z[x]-ben maradunk (lasd 3.2.12. Gyakorlat, de hivatkozhatunk az els6
Gauss-lemma masodik kovetkezményére is.)

Vegyiik a szerepld polinomok egyiitthatéit mod p, és jeldlje feliilvonds az igy kapott
polinomokat. Ekkor fi(x)g(x) = f2(x”). A Zp[x]-ben tagonként lehet p-edik hatvanyra
emelni (3.3.8. Feladat), és ebben a feladatban azt is belattuk, hogy fr(xP) = E(x)p . Te-
hit f1 | /2, ahol az oszthatésdg Z,[x]-ben értends. Mivel f fegyiitthatéja +1, az fi
polinom sem konstans. Ez a polinom Z, felett nem biztos, hogy irreducibilis, de minden-
képpen van egy Z, felett irreducibilis k osztdja. Ekkor k | fil Ep , €¢s mivel az irreducibilis
polinomok Z,[x]-ben primtulajdonsaguak (hiszen Z, test), azt kapjuk, hogy k | .

Talaltunk tehat egy olyan k € Z,[x] nem Kkonstans polinomot, ami fi-nak is és fr-
nak is osztéja. Ezért k> | fifo. Viszont fifo | ®,, és ®,(x) | x" — 1. Ezért végiilis
k? | x* — 1. Ez azonban ellentmond a 3.6.7. Gyakorlat megold4s4nak, amely szerint p { n
esetén az x" — 1 polinomnak nincs tobbszoros tényezdje mod p. Ezzel a lemma, és igy a
tétel bizonyitdsat is befejeztiik. U

Gyakorlatok, feladatok

3.9.5. Gyakorlat. Szamitsuk ki a primhatvany-index{ korosztdsi polinomokat.

3.9.6. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha n > 1 paratlan, akkor ®,,(x) = &,(—x).
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3.9.7. Gyakorlat. Szamitsuk ki az n-edik korosztdsi polinomot az 6sszes n < 20 egészre.

3.9.8. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy @, (x) =[] d|n(x”/ d _ 1)MD  ahol u az dgynevezett
Mobius-fiiggvény (B.0.9. Definicid).

3.9.9. Feladat. Legyenek m | n pozitiv egészek gy, hogy n minden primosztéja osztja
m-et is. Igazoljuk, hogy @, (x) = &, (x"/™).

3.9.10. Gyakorlat. Szamitsuk ki az el6z6 feladat alapjan a &, (x) polinomokat abban az
esetben, amikor n = 36, 72, 144, 100.

3.9.11. Feladat. Alkalmazzuk a gyokok és egyiitthatok Osszefiiggését a 12-edik, 18-adik,
illetve 24-edik primitiv egységgyokok Osszegének és szorzatdnak kiszdmitasara. Altalano-
sitsuk a feladatot n-edik primitiv egységgyokokre.

3.9.12. Feladat. Hatdrozzuk meg a ®,, polinom egyiitthatdinak 6sszegét.
3.9.13. Feladat. Hatdrozzuk meg a @, (—1) értékét.

3.9.14. Gyakorlat. Tegyiik fel, hogy m és n relativ primek. Mutassuk meg, hogy min-
den mn-edik primitiv egységgyok egyértelmien elddll egy m-edik és egy n-edik primitiv
egységgyok szorzataként. Vezessiik le ebbdl, hogy ¢(mn) = @ (m)e(n).

3.9.15. Feladat. A 3.9.6. Feladat altaldnositdsaként mutassuk meg, hogy ha m és n relativ
primek, akkor

D) = [ @urx),
o(m)=m
kivéve az m = 2, n = 1 esetben, amikor a két oldal egymas ellentettje.

3.9.16. Gyakorlat. Bontsuk az x12 -1 polinomot irreducibilisek szorzatira Z, Z,, 73 és
Z.s folott.

3.9.17. Feladat. Legyen p primszdm, és n = p*m, ahol mér p { m. Mutassuk meg, hogy

k
modulo p a ®, egyenld a d>f1(p ) polinommal.

3.9.18. Gyakorlat. Mutassuk meg a 3.5.5. Feladat altalanositdsaként, hogy a primhatvany-
index{ korosztasi polinomok alkalmas eltoltjara teljesiil a Schonemann-Eisenstein krité-
rium feltétele.

3.9.19. Feladat. Igazoljuk, hogy a &, polinom egy alkalmas eltoltjara akkor és csak ak-
kor teljesiil a Schonemann-Eisenstein, ha n primhatvany, vagy egy pératlan primhatvany
kétszerese.

3.9.20. Gyakorlat. Hatdrozzuk meg a Maple program segitségével azt a legkisebb n ér-
téket, melyre a &, polinomnak van ketténél, illetve haromndl nagyobb abszolut értékl
egyiitthatoja.
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3.10. Osszefoglalé

Ebben a fejezetben a polinomok szdmelméletével, és ennek alkalmazdsaival foglalkoz-
tunk. Eldszor tetszdleges szokdsos gylriiben vizsgaltuk a szdmelméleti alapfogalmakat.
Ezek: oszthatdsdg, asszocidlt, egység, trividlis felbontds, felbonthatatlan, prim, kitiintetett
kozos 0sztd €s kozos tobbszoros. Megfogalmaztuk a szamelmélet alaptételének megfeleld
allitast, az ezt teljesit6 gy(rtket alaptételes gytirliknek neveztiik. Definidltuk a kanonikus
alak fogalmat, és ennek segitségével képletet adtunk az oszthatdsdgra, a kitiintetett k6zos

osztora és kozos tobbszorosre.

Megmutattuk, hogy alaptételes gylir(iben igaz a kitiintetett k6zos osztd kiemelési tulaj-
donsiga. Megforditva, beldttuk, hogy ha egy szokdsos gyfirliben teljesiil, hogy barmely
két f és g elem Kkitiintetett kozos osztdja létezik, €s felirhaté fr + gs alakban, akkor igaz
a kitiintetett kozos oszté kiemelési tulajdonsédga, ezért minden irreducibilis elem prim, és
innen kovetkezik mar az alaptétel egyértelmiiségi allitdsa is. Mindez a 3.1. Szakaszban,
illetve az azt kovetd feladatokban tortént.

2

Altaldnos tuddsunkat polinomgyfriikre alkalmaztuk. Megmutattuk, hogy egy szokdsos
gylrd folott minden olyan polinommal lehet, méghozza egyértelmiien, maradékosan osz-
tani, amelynek a féegyiitthatdja invertdlhato; specidlisan test f6l6tt minden nem nulla po-
linommal lehet (3.2.1. Tétel). A maradékos osztds segitségével test folott elvégezhetd a
kitiintetett koz0s oszté kiszamitdsdra szolgald euklideszi algoritmus, és kétféleképpen is
belattuk, hogy ilyenkor tetszdleges f és g polinomok Kkitiintetett kozds osztdja felirhatd
fp + gq alakban (3.2.3. Tétel). Ebbdl test folotti polinomgyfiriiben levezettiik a szdmel-
mélet alaptételét (az egyértelmiiség az el6z0 bekezdésben irottakbdl kovetkezik, a 1étezés

bizonyitdsdhoz a fokszam tulajdonsagait hasznaltuk).

Bebizonyitottuk a szdmelmélet alaptételét Z[x]-ben is (3.4.8. Tétel). Ennek az ered-
ménynek a kulcsa a 3.4.6. Tétel, amelyben a Z f6lotti irreducibilitast sikeriilt visszavezetni
a Q folotti irreducibilitdsra: egy f € Z[x] polinom akkor és csak akkor irreducibilis, ha
vagy konstans primszam, vagy Q folott irreducibilis, és primitiv (azaz nem emelhetd ki
beldle egységtdl kiilonboz6 egész szdm). A bizonyitdsban szerepld nagyon hasznos tech-
nikai segédeszkoz a két Gauss-Lemma: az elsé szerint a Z-beli primek Z[x]-ben is primek
maradnak, vagy ami ezzel ekvivalens: primitiv polinomok szorzata is primitiv (3.4.3. Ko-
vetkezmény); a mdsodik Gauss-Lemma pedig azt teszi lehetévé, hogy egy egész egyiitt-
hatés polinom Q folotti felbontdsat raciondlis konstansokkal vald szorzds segitségével 7Z
folstti felbontdssd médosithassuk (3.4.5. Lemma). Eszrevettiik, hogy bizonyitdsunk nem-
csak Z[x]-ben, hanem tetszbleges alaptételes gytird folotti polinomgydriiben is miikodik,
és igy példaul Z[x1, ..., x,], és tetszdleges T testre T[x1, ..., x,] is alaptételes.

7 7z

Az alaptétel birtokdban figyelmiink az irreducibilis polinomok felé fordult, az el6z6 be-
kezdésben irottak miatt test folottiekre. Egy test folotti polinom akkor és csak akkor irre-
ducibilis, ha nem konstans, és nem bonthat6 alacsonyabb foku polinomok szorzatdra. Egy
polinomnak akkor €s csak akkor van els6fokd tényezdje, ha van gyoke az adott testben
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(3.3.3. Allitds). Ennek felhasznaldsaval lattuk, hogy test folott egy elséfoki polinom min-
dig irreducibilis; egy mdsod- és harmadfokd akkor €s csak akkor irreducibilis, ha nincs
gyoke (3.3.4. Allitds); egy legaldbb negyedfoki polinom pedig nem lehet irreducibilis, ha
van gyoke, de attdl, hogy nincs gyoke, még nem biztos, hogy irreducibilis. Specidlisan
C (illetve tetszbleges algebrailag zart test) folott az irreducibilis polinomok pontosan az
els6fokuiak. A valds test folott észrevettiik, hogy egy polinom komplex gyokeinek konju-
galtjai is ugyanannyiszoros gyokok (3.3.6. Lemma), ezért R folott az els6fokdakon kiviil
még azok a mdsodfoku polinomok irreducibilisek, amelyeknek nincs valos gyoke (€s tobb
irreducibilis polinom nincs). Kovetkezményként beléttuk, hogy paratlan foku valos egyiitt-
hat6s polinomnak mindig van valds gyoke.

A raciondlis test fol6tt mar nehezebb eldonteni az irreducibilitdst. A gyokok meghata-
rozdsa a raciondlis gyokteszt segitségével torténhet (3.3.9. Tétel), igy a legfeljebb harmad-
foku polinomokkal nincs probléma. Ha szerencsénk van, haszndlhatjuk az irreducibilités
eldontésére a Schonemann-Eisenstein kritériumot (3.5.1. Tétel) a polinomra, vagy valame-
lyik eltoltjara. A polinomot felbonthatjuk R vagy C f6lott, és ebbdl is kdvetkeztethetiink
néha arra, hogy irreducibilis-e QQ f616tt. Vizsgalhatjuk polinomunkat Z ,, f616tt alkalmas p
primszamra, ebben segit az az észrevétel, hogy itt tagonként lehet p-edik hatvanyra emelni
(3.3.8. Feladat). Ezeket a mddszereket a 107. oldal tabldzatdban foglaltuk Ossze.

Az n-edik korosztdsi polinom gyokei az n-edik primitiv egységgyokok (3.9.1. Definicid),
de ennek ellenére ez a polinom egész egyiitthat6s, mert a 3.9.2. Lemma alapjan rekurzivan
is kiszamithat6. A korosztdsi polinomok tjabb példat szolgéltatnak a Z és a Q folotti
irreducibilitasra (3.9.4. Tétel).

Két polinom kozos gyokei pontosan a kitiintetett kozos osztéjuknak a gyokei. Ez lehe-
tové teszi egy polinom tobbszoros gyokeinek meghatarozasat a formalis derivalas médsze-
rével (3.6.4. Tétel), mert egy k-szoros gyok a derivaltnak is legaldbb (C f6l6tt pontosan)
k — 1-szeres gyoke. Igy egy f polinom tobbszoros gyokei pontosan (f, f) gyokei lesz-
nek. Azt, hogy két polinomnak van-e kozos gyoke, a rezultdns modszerével is eldonthetjiik
(3.7.3. Tétel), ehhez egy specidlis determindnst kell kiszdmolni. A rezultins segitségével
egy tobbviltozds egyenletrendszert egyvaltozos egyenletre vezethetiink vissza. Specidlis
esetként f és f’ rezultdnsdnak felirdsdval az f tobbszoros gyokeinek 1étezését is vizsgl-
hatjuk, igy jutunk a diszkriminans fogalméhoz (3.7.6. Definicio, 3.7.5. Tétel). A diszkrimi-
ndns eldjele segit a konjugélt komplex gyokpdrok szaménak vizsgalataban is (3.7.8. Tétel).

Megmutattuk, hogy hogyan lehet a Cardano-képletbdl egy harmadfoku egyenlet Osszes
gyokét megkapni (3.8.1. Tétel). Valos egyiitthatos egyenlet esetében a diszkrimindns akkor
és csak akkor pozitiv, ha az egyenletnek harom valds gyoke van (3.8.2. Tétel). A diszkrimi-
nans a négyzetgyokjel alatti kifejezés —108-szorosa, ezért amikor a gyokok mind valésak,
akkor a Cardano-képletben negativ szdm 4ll a négyzetgyokjel alatt, €s igy komplex szamok
haszndlatara kényszertiiliink. Sz6 esett arrél, hogy hdrom valés gyok esetén méas modszerrel
sem lehet olyan gyokképletet felirni, ami az egyenlet gyokeit komplex szamok haszndlata
nélkiil megadnd (Casus irreducibilis). Végiil roviden bemutattuk a negyedfokd egyenlet
gyokjelekkel valé megoldasanak otletét (3.8.3. Tétel).



A gyakorlatok és feladatok megoldasai






10. UTMUTATASOK, OTLETEK A FELADATOKHOZ

10.1. Komplex szamok

1.1.4. Haszndljuk fel, hogy ha x és y egészek, akkor x = mp + x és y = mq + y alkalmas
p, q egészekre, €s helyettesitsiik ezt be a bizonyitani kivant képletekbe.

1.1.13. Teljes négyzetté alakitdssal vezessiik vissza a feladatot négyzetgyokvondsra mo-
dulo 101. A 20 helyett a 121-bd] vonjunk négyzetgyokot.

1.1.15. Szinezziink a modulo m maradékokkal. Vagdossunk le a sakktdblar6l olyan da-
rabokat, ahol mindegyik maradékbdl ugyanannyi van. Ha r a k szdm m-mel valé osztasi
maradéka, akkor a bal felsé r x r-es négyzetben hany r — 1 és hany 0 van?

1.1.16. Vizsgaljuk meg, hogy ezek a szimok milyen maradékot adhatnak 3-mal osztva.

1.2.12. Mutassuk meg, hogy ha x nagy abszolit értékii szam, akkor ax> + bx? + cx +d
el6jele ugyanaz, mint ax> elSjele, mert az |ax>|-hoz képest a tobbi tag abszolit értékben
még egyiittvéve is eltorpiil.

1.3.7. Végezziik el a négyzetre emelést, és irjuk fel az eredmény valds, illetve képzetes
részét. Igy két egyenletet kapunk c-re és d-re.

1.4.8. A négyszoget a komplex szdmsikra rajzolva képzeljiik el, tehat a csicsok komplex
szamok lesznek. Fejezziik ki a megfeleld négyzetek kozéppontjait a csicsok segitségével.
Hasznaljuk fel, hogy két vektor akkor és csak akkor egyenld hosszu és merdleges, ha az
egyik a mésiknak i-szerese.

1.4.9. A haromszog csucsai segitségével fejezziik ki a szabdlyos haromszogek kozéppont-
jait. Haszndljuk fel, hogy egy haromszog akkor €s csak akkor szabdlyos, ha az egyik ol-
dalvektorat 60°-kal elforgatva egy masik oldalvektorat kapjuk. A cos60° + i sin60° és a
cos 120° + i sin 120° szamok kozotti 0sszefiiggéseket ne az algebrai alakjukbdl, hanem a
szabdlyos hatszog geometriai tulajdonsagaibdl vezessiik le.

1.4.10. Mutassuk meg, hogy a (z3 — z1)/(23 — z2) szdge a z1z2z3 hdromszognek a z3-ndl
levé szoge. Haszndljuk a 14t6korrdl sz616 geometriai tételt.

1.4.11. Haszndljuk fel az (A — B)(C — D)+ (A — D)(B—-—C) = (A —-C)(B — D)
azonossagot.
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1.4.12. Az ¢ = cos(x/2) + isin(x/2) paros hatvanyait a mértani sor dsszegképletével
adjuk Ossze. Az eredményt osszuk le ¢ egy olyan hatvdnydval, hogy felhasznilhassuk az
e —(1/e) = =2isin(x/2) és e" — (1/¢)" = —2i sin(nx/2) Osszefiiggéseket.

1.5.4. Melyik pontban lesz a bolha m 1épés utdn? Hogyan irhatjuk fel oszthatdsdg segitsé-
gével, hogy ez a kiindul6pont?

1.5.10. Keressiik meg —¢ j6 kitevdit.
1.5.14. Hasznéljuk fel a binomiadlis tételt az (1 4+ 1)", (1 — 1)", (1 +i)" Osszegekre.

1.5.15. Hatvanyozzuk a cos x + i sin x szdmot a Moivre-képlet alapjan is, és a binomidlis
tétel segitségével is.

10.2. Polinomok

2.2.1. El6szor az ((a*b)*(c*d))*e = a*(((b*c) *d) >|<e> specidlis esetet mutassuk meg. Az

altaldnos esetben is arra toreked;jiink, hogy minden szorzatot olyan alakra hozzunk, mint a
fenti azonossag jobb oldala, ahol az 6sszes nyit6zardjel ,,annyira balra van, amennyire csak
lehet”. Alkalmazzunk teljes indukciot a szorzat hosszara nézve.

2.2.3. Mutassuk meg, hogy ha egy konyvespolcra a konyvek Osszevissza vannak feltéve,
akkor rendet tudunk csindlni ugy, hogy mindig csak két szomszédos konyvet cseréliink ki.

2.2.5. Ha volna kett6, akkor szdmitsuk ki kétféleképpen a szorzatukat.

2.2.6.

(1) Tegyiik fel, hogy v balinverze, és w jobbinverze u-nak. Szamitsuk ki kétféleképpen
a vk U *x w szorzatot.
(2) Ha u inverze u~! és v inverze v—!, akkor prébalkozzunk v—! % u~!-gyel.

2.2.7. Legyen a H részcsoport neutrilis eleme f, és jeldlje f ! az f elemnek a G csoport-
beli inverzét. Szamitsuk ki kétféleképpen az f * f x f~! szorzatot.

2.2.9. A disztributivitst alkalmazzuk a (0 + 0)r és az r (s + (—s)) kifejezésekre.
2.2.10. Alkalmazzuk a 2.2.7. Feladat allitasat.

2.2.13. Legyenek uy, ..., u; a Zpy-nek az m-hez relativ prim elemei, és u ezek egyike.
Mutassuk meg, hogy u *,, uy, ..., u *, u; paronként kiilonbozok.

2.2.18. Tudjuk, hogy (+/2 — 1)(+/2 4+ 1) = 1, tehat ezek invertalhaték. Hogyan lehetne
ebbdl az Osszefiiggésbdl tovabbi invertilhatd elemeket gyartani?

2.2.19. Vizsgaljuk meg, hogy egy nem nulla elem ,,abszolit értéke” lehet-e nulla.

2.2.21. Egy csoportban mely g elemekre igaz, hogy g> = g?
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2.2.22, Tegyiik fel, hogy van ilyen. Mutassuk meg, hogy az 1 képe sziikségképpen 1 lesz,
majd vizsgéljuk meg, hogy milyen tulajdonsdgu elem lehet az i képe.

2.4.8. Hany gyoke van az ax polinomnak?

2.4.9. El6szor olyan polinomot probaljunk késziteni, amelynek gyoke az illetd test minde-
gyik eleme.

2.4.11. Hasznaljuk fel az interpolaciordl tanultakat. Egy binomidlis egyiitthatot képzelhe-
tiink-e polinomnak?

2.4.12. Mivel f(14) = 440, az f-et kereshetjiik (x — 14)g(x) + 440 alakban, ahol g is
egész egyiitthatés polinom.

2.4.13. Nem lehetséges. Bizonyitsunk az alappontok szdma szerinti indukcidval, és hasz-
ndljuk a Newton-interpolaciot.

2.4.14. Legyen r # 0 eleme R-nek. Mivel az interpolacio korldtlanul elvégezhetd, van
olyan f € R[x] polinom, melyre f(0) =0¢és f(r) = 1.

2.4.16. Alljon S azokbdl a fiiggvényekbdl, melyeknek a 2 szam gyoke. A masik kérdésre
a valasz: nem fordulhat el6. Ennek igazoldsiahoz hasznaljuk fol, hogy nullosztémentes
gylriiben nem nulla elemmel szabad egyszertsiteni (2.2.11. Gyakorlat).

2.5.2. Vizsgaljuk az els6foku polinomokat.
2.5.8. Emeljiik négyzetre az (x1 + - - - + x,) Osszeget a 2.1.2. Gyakorlat felhasznaldsaval.

2.5.10. A (4) allitashoz: helyezziik el a sokszoget gy, hogy a csticsai az n-edik egységgyo-
kok legyenek, hiizzuk meg az 1 csicsbodl indul6 atlokat, ezek hosszainak szorzatat irjuk fel
abszolut érték segitségével, majd hasznaljuk fel a feladat (2) allitasat.

2.6.5. Ha adott £ + 1 darab kiilonb6z6 komplex szdm n-es, akkor olyan n-hatdrozatlani
polinomot keressiink, amelybe az elsé k darab szam n-est helyettesitve nullat kapunk, de a
k+1-ediket helyettesitve nem. Minden i < k-ra keressiink egy olyan koordinatat, amelyben
a k + 1-edik szam n-es kiilonbozik az i-edik szam n-est6l, €s csak erre a koordinatara
koncentraljunk.

2.7.9. Mutassuk meg, hogy alk b a,f " homogén polinom, amely sziikségképpen k-adfokdi.

10.3. A polinomok szamelmélete

3.1.18. Tegyiik fel, hogy p1... px = q1 ... q¢ egy elem két felbontésa irreducibilisek szor-
zatara. A py primtulajdonsagdt kihasznalva keressiik meg egy asszocialtjit a g j-k kozott,
majd egyszerdsitsiink pi-gyel.
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3.1.21. Tudjuk, hogy 2 | 2 - 2. Osztdja-e a 2 valamelyik tényezOnek a paros szdmok
gylrdijében is? Mutassuk meg, hogy 2 - 18 = 6 - 6 a 36-nak két lényegesen kiilonboz6
felbontdsa felbonthatatlanok szorzatdra a paros szamok gyfirtijében.

3.1.23. Hasznéljuk fel, hogy 3 -3 =9 = (2 4 i+/5)(2 — i/5).
3.1.24. Az x°y? és az x2y° polinomoknak van-e kitiintetett kozos osztéjuk?

3.2.1. Ha g = 0, akkor nem oszthatunk vele maradékosan, hogyan végezziik ilyenkor az
eljarast? Az is el6fordulhat, hogy egyaltalan nincs nem nulla maradék az algoritmusban,
mi ilyenkor a kitiintetett kozos 0sztd?

3.2.4. Van /-ben legalacsonyabb foku polinom?
3.2.6. Alkalmazzuk a 3.2.1, 3.1.16, 3.1.17, 3.1.18. Gyakorlatokat, illetve Feladatokat.

3.2.7. Tegyiik fel, hogy van olyan nem konstans polinom, amely nem bonthat6 fel irredu-
cibilisek szorzatdra. Legyen f a lehetd legkisebb foku ilyen polinom. Irreducibilis-e f?

3.2.17. Mutassuk meg, hogy minden ilyen / halmaz a legkisebb pozitiv elemének a tobb-
sz0roseibdl all. A 3.2.3. Tétel bizonyitasat kovessiik.

3.3.8. Haszndljuk fel a binomidlis tételt. Illusztracioként érdemes elolvasni a 3.3.7. Gya-
korlat megolddsdnak a kozéprészét is. A kis Fermat Tétel bizonyitdsdhoz emeljiik (tagon-
ként) p-edik hatvdnyra azt a b tagbdl 4ll6 Z ,-beli dsszeget, amelynek mindegyik tagja 1.

3.3.10. Mutassuk meg a gyoktényezss alak beszorzasaval, hogy x*—10x241 6sszes gyokei
+4/2 + /3. A beszorzdst végezziik el haromféleképpen is, mindig mashogy Gsszepéro-
sitva két-két gyoktényez6t. A Q feletti irreducibilitds bizonyitdsdhoz a 3.3.10. Példdban
leirt médszert hasznéljuk. Vizsgiljuk meg, hogy a +/2, /3, v/6 gyokvondsok melyike
végezhetl el Zs, 77, illetve Z1; folott.

3.5.5. Hasznaljuk fel, hogy Z ,[x]-ben tagonként lehet p-edik hatvanyra emelni (3.3.8. Fel-
adat), valamint a kovetkezd Osszefliggést:
xP —1

l+x+---+xP 1= :
x—1

3.5.8. Mutassuk meg, hogy g(x) = x" f(1/x).
3.5.12. Mutassuk meg, hogy f(x + f(x)) oszthaté f (x)-szel.

3.5.13. Fogalmazzuk meg a Schonemann-Eisenstein kritériumot abban az esetben, amikor
Z helyett a C[y] gytri feletti polinomokat vizsgaljuk. Megy-e a 3.5.2. Gyakorlatban leirt
bizonyitds ebben az esetben is?

3.5.14. Tegyiik fol, hogy V4 =a+b32. Milehetaz x3 —2ésaz x> —ax — b polinomok
kitiintetett k6z0s osztdja? Van-e kozos gyokiik?

3.6.6. Az f/(f, f/) polinomnak mik a gyokei, és hdnyszorosak?
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3.6.8. Mutassuk meg, hogy ha f irreducibilis, akkor ( f, f’) csak akkor lehet nem konstans,
ha f’ = 0. Milyen f polinomokra teljesiil ez Z, folott? Hasznéljuk fel, hogy Z, folott
tagonként lehet négyzetre emelni (3.3.8. Feladat).

3.6.10. Ha f’(b) = 0, tudjuk-e médositani f-et ugy, hogy b gyoke legyen?

3.6.11. Mutassuk meg, hogy ha c kivételes érték, akkor f’-nek és f(x) — c-nek van k6zos
gyoke.

3.8.4. Mutassuk meg, hogy az (x* + vx 4+ w)(x? + sx + ) polinom harmadfokd rezolven-
sének (w + t)/2 gyoke lesz.

3.8.5. Legyen z = x + (1/x). Az x + 1 gyoktényezd kiemelése utdn kapott polinomot
osszuk le x3-nel, és ezt frjuk fel z (harmadfokii) polinomjaként.

3.8.6. Teljes négyzet-e C folott a —(2x2 + 4x + 2) polinom?

3.9.6. Haszndljuk fel az 1.5.10. Feladat eredményét.

3.9.8. Legyen n primitiv m-edik egységgyok, ahol m | n. Szamitsuk ki, hogy a feladatbeli
szorzatban az x — n hdnyadik hatvdnyon szerepel, majd alkalmazzuk a B.0.10. Allitast.

3.9.9. Hasznéljuk fel az el6z6 feladatot.

3.9.11. Alkalmazzuk a gyokok €s egyiitthatok kozotti Osszefiiggéseket az n-edik korosztési
polinomra. Mutassuk meg, hogy az n-edik primitiv egységgyokok osszege p(n) (ahol u a
Mobius-fiiggvény), szorzatuk pedig 1, kivéve n = 2-re, amikor —1.

3.9.12. Osszuk lea | din Pa(x) = x" —1 Osszefiiggést x — 1-gyel, €s azutan helyettesitsiink
x = l-et.

3.9.13. Szamitsuk ki a ®,,(—x) polinomot a 3.9.9. Feladat, illetve a 3.9.6. Gyakorlat se-
gitségével (attdl fiiggden, hogy n oszthaté-e néggyel), majd haszndljuk fel az el6z6 feladat
eredményét.

3.9.15. Az el6z0 gyakorlat szerint ®,,,,-et felirhatjuk az x — ne gyoktényezdk szorzataként,
ahol o(n) = m és o(e) = n. Csoportositsuk ezeket a gyoktényezdket 1 szerint.

3917. AJ] din Pa(x) = x" — 1 dsszefiiggésbdl kiindulva, n szerinti indukciéval bizonyit-
sunk. Szdmoljunk eleve Z,, f616tt. Hasznaljuk fel a 3.9.4. Gyakorlatot €s a 3.3.8. Feladatot
(azaz a tagonkénti p-edik hatvanyozas lehet&ségét).

3.9.19. Térjiink at Zp[x]-re, alkalmazzuk a 3.9.17. Feladatot, majd a 3.6.7. Gyakorlat
megolddsdnak azt az dllitdsat, hogy p 1 m esetén x™ — 1-nek nincs tobbszoros tényezdje
Zp[x]-ben.



11. MEGOLDASOK, EREDMENYEK

11.1. Komplex szamok

1.1. Miiveletek és tulajdonsagaik.

1.1.3. Vagdossunk le olyan darabokat a sakktdblarél, ahol minden rairt szambol ugyanannyi
van. Ilyenek példaul a 8 x 1-es téglalapok, vagy a 8 x 8-as négyzetek. A vagdosast végezziik
ugy, hogy a végén a bal fels6 sarokban 4ll6 4 x 4-es négyzet maradjon meg (ez az dbran
is lathat6). Ebben O szerepel, de 7 nem. Tehdat a nulldk és hetesek szdma eredetileg sem
lehetett egyenld.

1.1.4. Jelolje feliilvonas a modulo m maradékképzést. Ahhoz, hogy ez a leképezés szorzat-
tartd, azt kell igazolni, hogy Xy = X *,, y. A maradékképzés definiciéja miatt x = mp + x
ésy =mgq + Y, alkalmas p, g egészekre. Ezért

xy = (mp +Xx)(mqg +y) =m[mpqg + py +xq]l +xy.

Tehat xy és x y kiilonbsége oszthatd m-mel, és ezért ez a két szdm ugyanazt a maradékot
adja m-mel osztva. De xy maradéka xy, és X y maradéka X *,, y (a %, definicidja szerint).
Tehat xy = X %, y.

Az Osszegtartds ugyanigy, de valamivel egyszerlibb szamoldssal igazolhat6. Az 1.1.2-
beli azonossdgok igazoldsdhoz irjuk fel a megfeleld6 azonossagot egész szamokra, majd
vegyiik mindkét oldal maradékat modulo m. Végiil a kivondast definidljuk az x —,, y =
x +m (—y) képlettel (ellentett hozzdadédsa). A fenti médszerrel konnyd megmutatni, hogy
X —m y =Xx — Yy, és hogy a feliilvonds a kivondst is tartja.

1.1.5. Az osztas a szorzdas inverz mivelete, és igy a 2 : 3 (modulo 5 végzett) osztas ered-
ménye akkor lesz x, ha 3 x5 x = 2. A tdblazat 3-hoz tartoz6 sordban a 2 maradék a 4
oszlopdban szerepel, tehat a 2 : 3 osztds eredménye 4. Altaldban a b : a osztds modulo 5
elvégzése azt jelenti, hogy az a, b € Zs maradékokhoz olyan x € Zs maradékot keresiink,
melyre a*s5x = b. Nulldval nem tudunk osztani, hiszen ha a = 0, akkor b # 0 esetén nincs
ilyen x, ha meg b = 0, akkor minden x j6, tehat az eredmény nem egyértelmii. Ugyan-
akkor modulo 5 minden nem nulla maradékkal tudunk osztani. Ez abbdl kovetkezik, hogy
minden nulldtél kiilonbozé maradéknak van reciproka, mint az a tdbldzatbdl leolvashaté:
az 1-nek és 4-nek 6nmaga, a 2 és 3 pedig egymads reciprokai modulo 5. De a tablazatbol
kozvetleniil is lathatjuk, hogy minden nem nulla maradékkal lehet osztani, hiszen minden
nem nulla elem sordban minden maradék el6fordul.
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Modulo 6 az 1/3 osztds sem végezhetd el, hiszen 3 x¢ x csak 0 vagy 3 lehet, 1 soha.
Konnyli meggondolni, hogy modulo 6 csak az 1 és 5 maradékokkal tudunk korlatlanul
osztani, mert csak ezeknek van inverze (mindkettonek 6nmaga).

1.1.6. A modulo 5 tdbldzatban teljesiil a nullosztomentesség, mert a nulla a szorzastabldnak
csak az els6 sordban és az elsd oszlopaban fordul el6. Modulo 6 viszont nem teljesiil, mert
példaul 2 x¢ 3 = 0.

1.1.7. Egyik sem helyes.

(1) Abbdl, hogy modulo 5 van megoldds, még nem kovetkezik, hogy az eredeti egyen-
letnek is van megolddsa. (Az eredeti egyenletnek nyilvan nincs megoldésa, hiszen
x? és y> mindenképpen nemnegativ egész szamok, és igy x>+ 10y? < 10 csak tgy
lehetne, ha y = 0, de a 6 nem négyzetszam.)

(2) Ez a gondolatmenet azonos az el6zdvel, tehat még mindig rossz. Az csak véletlen
szerencse, hogy az egyenletnek most van megolddsa, példaul x = y = 1, de igaz
allitasra is adhat6 helytelen bizonyitds. (Példdul ugyanezzel a gondolatmenettel
kijonne, hogy az x> 4 5y% = 16 egyenletnek is van megolddsa, ami nem igaz.)

1.1.8. Csak aza = 0, 1, 2, 3, 4 értékeket kell végignézni. Ha mondjuk 33 értékét akarjuk
kiszdmitani modulo 5, akkor a 33 szdm Z-ben valé kiszdmitdsa helyett gyorsabb eljaras
az, ha eleve modulo 5 maradékokkal szdmolunk. A x5 szorzdst *-gal jelolve a 3 négyzete
3x3 =4, a3 kobe tehat 3x3x3 = 3x4 = 2, negyedik hatvdnya 3%2 = 1, 6todik hatvanya
3 % 1 = 3. Léthatjuk, hogy a hatvanyok ebben az esetben periodikusan ismétlédnek, tehat
nagyon nagy kitevokre is gyorsan kiszamithatndnk &ket. Ezzel a médszerrel konny ellend-
rizni az elsé oszthatdsagot, és ugyanigy szamolhatjuk ki azt is, hogy a masodik oszthat6sag
pontosan akkor teljesiil, ha @ nem oszthat6 ottel. Az elsé éllitdsra kozvetlen bizonyitast is
nyerhetiink, ha az a’> —a=a(a+ 1)(a —1)(a®+ 1) szorzat alakot felhaszndljuk.

1.1.9. A feladat eredménye:

(1) 6| a® — a <= az a szdm nem 6k + 2, sem nem 6k + 5 alaku.
2) 6| a’ — 1 < aza szdm 6k + 1 alak.
(3) 6| a? —1 < aza szdm 6k + 1 alaki (azaz a relativ prim a 6-hoz).

1.1.10. Csak azt kell ellendrizni, hogy 1, 3,5, 7 modulo 8 vett négyzete 1. Sét, elég a
négyzetre emelést elvégezni a £1 és +3 szamokra, hiszen 5 és —3, illetve 7 és —1 ugyanazt
a maradékot adjak 8-cal osztva. A kozvetlen bizonyitds: ha a paratlan szamot 2k + 1 jeloli,
akkor

Qk+ 1) =4k>+4k+1=4k(k+1)+1,

és itt a szomszédos k és k + 1 valamelyike péros, azaz 4k(k 4+ 1) oszthaté 8-cal. Ta-
nulsdgos, hogy ez utébbi, némi Otletességet igényld bizonyitast helyettesithetjiik az elébbi
gondolatmenettel, ami a modulo 8 szamoldsi apparatus birtokdban teljesen mechanikusan
felfedezhetd.
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1.1.11. Modulo 5 szdmolva azt kapjuk, hogy 3 x5y = 2. A tdbldzat 3-hoz tartozé sorabdl
leolvashatjuk, hogy y = 4 (valéjdban a 2 : 3 osztast végeztiik el). Tehat y = S5k + 4
alkalmas k egészre. Az eredeti egyenletbe visszahelyettesitve x = —3k — 1 adddik. Ez
egész szam, tehdt minden ilyen y-ra megoldast kaptunk. Igy végtelen sok megoldas van,
minden egész k-ra egy. Példaul k = 0 esetén (x, y) = (—1,4).

1.1.12. Azx =0, ..., 4 értékeket végigprobdlva modulo 5 szdmoldssal azt kapjuk, hogy
az elsd oszthatésdg az x = 5k + 3 és x = 5k + 4 alakud szdmokra teljesiil. A masodik
oszthatésdgot x = 0, ..., 6 helyettesitéssel modulo 7 vizsgalva kapjuk, hogy ez semmilyen
x-re sem teljesiil.

1.1.13. Itt mar faraszté volna a 0, ..., 100 szdmokat mind behelyettesiteni. Helyette ki
fogjuk haszndlni, hogy a 101 primszdm, azaz ha osztdja egy szorzatnak, akkor osztdja
valamelyik tényezdjének is. Ebbdl kovetkezik, hogy egy szdmnak legfeljebb két négy-
zetgyoke lehet modulo 101. Valdéban, ha egy N szamnak a is és b is négyzetgyoke mo-
dulo 101, akkor a” és b* ugyanazt a maradékot adja 101-gyel osztva, mint N. Ezért
101 | a®> — b?> = (a — b)(a + b), azaz 101 | a — b, vagy 101 | a + b. Az els6 eset-
ben a és b egyenldk modulo 101, a méasodikban ellentettek. igy az N szamnak a-n kiviil
csak —a lehet még négyzetgyoke modulo 101, més nem.

(1) Az oszthatésdgot modulo 101 vizsgédlva masodfoku egyenletet kapunk. Teljes négy-
zetté kiegészitéssel x> — 2x +2 = (x — 1)2 + 1. Legyen y = x — 1, ekkor
y2 = —1 = 100. A 100-nak a 10 és a —10 = 91 négyzetgyoke, és a fentiek sze-
rint tobb négyzetgyoke nincs modulo 101. Ezért y = 10 vagy y = 91. Tehat a
megoldasok: x = 101k + 11 és x = 101k 4 92, ahol k egész.

(2) Most is az el6z6 mddszert akarjuk alkalmazni, de két 1€pés is nehézséget okoz. Az
elsd a teljes négyzetté alakitds. Ehhez az x-es tag egyiitthat6jat (ami most paratlan
szam) el kellene tudni osztani kettdvel. De ezt meg lehet tenni modulo 101, hiszen
13 = 114, vagyis a feladatban 13 helyett 114-et frhatunk. Ekkor x> — 114x — 3 =
(x — 57)% — 3252, és —3252 ugyanazt a maradékot adja 101-gyel osztva, mint
—20. Tehdt most az (x — 57)> = 20 egyenletet kell megoldanunk. A masodik
nehézség most kovetkezik: a 20-bdl négyzetgyokot kell vonni modulo 101. Erre
most nem tudunk mds moédszert, mint végigprobalgatni a mod 101 maradékokat
(amit el akartunk keriilni). Szerencsére azonban 20 = 121, ami 11-nek a négyzete.
Ezért a megoldasok: x = 101k 4+ 46 és x = 101k + 68.

A feladat tanulsdga, hogy a mdsodfoki egyenlet ,,gyokképlete” valdjdban csak annyit tesz,
hogy az egyenletet négyzetgyokvondsra vezeti vissza. Ezt a valds szamok esetében kalku-
latorral vagy tdblazatosan kozelitSleg el tudjuk végezni, és ezért érezziik ugy, hogy ez egy
megoldoéképlet.

1.1.14. Nem fedhetd le. A bizonyitds lényegében ugyanaz, mint a 100 x 100-as tdbla ese-
tén, csak most a modulo 2 maradékokat irjuk a sakktdblara a ,,szokdsos” szabdly szerint,
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és azt vessziik észre, hogy a két hidnyzé mezdn ugyanaz a szam 4ll (tehat a maradékon kii-
16nbozik a nulldk és egyesek szama, marpedig ha 1étezne lefedés, akkor nem kiilonbozne).
Természetesen ezt a bizonyitast egyszer(ibb igy elmondani, hogy 0 és 1 felirdsa helyett a
mezoket vildgosra és sotétre festjiik, ahogy az a sakktdblan amugy is szokdsos.

1.1.15. Ha m | k, akkor a lefedés nyilvan (példdaul soronként) lehetséges. Ha nem, akkor
szamozzuk meg a sakktdbla mezdit a szokdsos médon a modulo m maradékokkal. Ha lenne
j6 lefedés, akkor most is az deriilne ki, hogy a 0, 1, ..., m — 1 mindegyikét ugyanannyiszor
irtuk fel a sakktablara. Az 1.1.3. Gyakorlat megolddsidban szerepl$ vagdosasi eljardssal azt
kapjuk, hogy ha r az k szdm m-mel valé osztdsi maradéka, akkor a bal fels6 r x r-es
négyzetben is ugyanannyiszor szerepel a 0, 1, ..., m — 1 szdmok mindegyike. Az r — 1-es
szam ennek a kis négyzetnek minden sordban pont egyszer szerepel (a mellékatlo 4ll csupa
r — 1-ekbdl), azaz Osszesen r-szer. Tehat mind az m szam ennyiszer kell, hogy szerepeljen,
azaz mr = rZ2, hiszen ebben a négyzetben 0sszesen r2 szam van. Ez ellentmondas, mert
r < m. (Mashogy is befejezhetjiik a bizonyitast, ha észrevessziik, hogy a 0 az r x r-es
négyzet mindegyik sordban legfeljebb egyszer szerepelhet, de a médsodik sorban egyaltaldn
nincs 0, és igy ebben a négyzetben legfeljebb r — 1 darab O lehet.)

1.1.16. Vizsgéljuk p-t modulo 3. Ha a maradék 1 vagy 2, akkor p? + 2 maradéka 0, azaz
3 | p? 4 2. Mivel feltettiik, hogy p? + 2 is primszam, ez csak vgy lehet, ha p? + 2 = 43,
azaz p?> = 1, vagy p?> = —5, de mindkettS lehetetlen (hiszen &1 nem prim). Tehit a p
maradéka harommal osztva csak O lehet, és mivel p prim, azt kapjuk, hogy p mds, mint
+3, nem lehet. Ebben az esetben viszont p3 + 4 vagy 31, vagy —23, és mindketts tényleg
primszam.

Ha azt tessziik fel, hogy p is és p> + 5 is primszam, akkor a fenti gondolatmenetbdl
most is latszik, hogy p csak £3 lehet. De ekkor p> + 5 = 14, ami nem prim. Tehat
nincs ilyen p, €s igy a mésodik 4llitas is igaz! Hiszen az Osszes ilyen primre teljesiil, hogy
p> +4is primszam (mert nincs egy sem)! Senki sem vonja kétségbe, hogy e konyv minden
olvaséja halandd, még akkor sem, ha torténetesen senki sem olvassa el a konyvet. S&t, az
is igaz 4llitds, hogy ha p és p? + 5 is primszam, akkor 2 - 2 = 5, hiszen hamis feltételbsl
barmi kovetkezik.

Mindebbdl létszik, hogy az els6 megolddsban, amikor mér kijott, hogy p = +£3, nem
kell ellendrizni, hogy p* + 2 ilyenkor primszdm-e. Ha nem lenne az, att6] még az llités
érvényben maradna, legfeljebb csak még kevesebb p tenne eleget a feltételeknek.

1.2. A harmadfoki egyenlet megoldasanak problémaja.

1.2.1. Az x helyébe y + w-t frva y> + Qw + p)y + (w? + pw + ¢) = 0 adédik. Akkor
tudjuk ezt kozvetleniil, egy négyzetgyokvondssal megoldani, ha nincs az egyenletben y-os
tag, azaz ha 2w + p = 0, vagyis w = —p/2. Ilyenkor y?> = p?/4 — ¢, ahonnan y, majd
x =y — p/2is kifejezhetd, és a masodfoku egyenlet szokdsos gyokképletét kapjuk.
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1.2.2. Az x helyébe y + w-t irva, és az (y + w)? = y? + 3y?w + 3yw? + w> azonossigot
hasznalva azt kapjuk, hogy az x?-es tag egyiitthatGja 3aw +b. Ez pontosan akkor lesz nulla,
haw = —b/3a. A helyettesitést elvégezve p = 3aw?+2bw+-c és ¢ = aw’+bw?+cw+d
adodik. (Azaz g az eredeti egyenlet baloldaldnak a w helyen felvett értéke).

1.2.3. Nem lattuk be még azt sem, hogy az egyenletnek van ilyen gyoke. Azt mutattuk meg,
hogy ha az x ilyen alaku, akkor megolddsa az egyenletnek. Egyel6re csak reménykediink,
hogy a gyokoket mind megkapjuk majd ezzel az eljarassal.

A kovetkezd példa érzékelteti, hogy ezt az éllitdst nem lattuk be. Képzeljiik el, hogy
az x> + x + 1 = 0 egyenletet modulo 3 akarjuk megoldani. Mivel modulo 3 a szokdsos
szabalyokkal szamolhatunk, s6t a nem nulla maradékokkal konnyen lathatdan még osztani
is lehet modulo 3, az x> + px + ¢ = 0 megoldéaséhoz levezetett képletek modulo 3 is
érvényesek. Az egyenletnek nyilvan gyoke az 1 modulo 3. De —3uv = p = 1 soha nem
teljesiilhet, hiszen a baloldal mindenképpen nulla lesz modulo 3.

1.2.4. Ha x és y megolddsa az egyenletrendszernek, akkor az els6 egyenletbdl y = a — x,
ezért x(a —x) = b, azaz x> —ax +b = 0, tehdt x megoldasa a 722 —az + b = 0 masodfoku
egyenletnek. Hasonl6 szamoldssal (vagy annak kihaszndldsaval, hogy az egyenletrendszer
szimmetrikus x-ben és y-ban) latjuk, hogy y is megolddsa ennek a masodfoku egyenletnek.

Megforditva, ha u megolddsa a z> — az + b = 0 egyenletnek, akkor u”> —au +b = 0, igy

zz—az—i-b:zz—az—l-b—(uz—au—i—b):(z—u)(z—(a—u)).

Két valés szam szorzata csak akkor lehet nulla, ha valamelyik tényezd nulla. Tehat a
2> —az + b = 0 egyenlet megolddsai u és a — u, és mas megolddsa nincs. Mivel
u+(@a—u) =aésula—u) =au —u?> = b, ezért tényleg az egyenletrendszer meg-
oldasat kaptuk.

Osszefoglalva tehat a kovetkezd allitast lattuk be. A z> — az + b = 0 egyenletnek
legfeljebb két valés megoldédsa van.

e Ha kettd van: u; # u», akkor az egyenletrendszernek is két megolddsa van (és tobb
nincs): (x, y) = (uy, uz) €s (x,y) = (u2, uy).

e Ha csak egy van, és ez u (ilyenkor tehdt z2 — az + b = (x — u)? teljesiil), akkor az
egyenletrendszernek is egy megoldasa van (€s tobb nincs): (x, y) = (u, u).

e Ha egy sincs, akkor az egyenletrendszernek sincs megolddsa.

1.2.6. Ha az x-es tagot akarjuk eltiintetni, akkor olyan w-t kell vélasztanunk, melyre
3aw? + 2bw + ¢ = 0. Ez masodfokid egyenlet w-re, aminek nem is biztos, hogy van
valés megolddsa, és ha van is, a kapott négyzetgyokos kifejezéssel nehezebb szdmolni,
mint amikor az x2-es tagot tiintetjiik el.

Ha viszont a konstans tagot akarjuk eltiintetni, akkor olyan w-t kell keresni, melyre
aw’ + bw? + cw + d = 0. Vagyis w megoldasa kell, hogy legyen az eredeti egyenletnek!
Tehat ezt a helyettesitést mar csak akkor tudjuk elvégezni, ha ismeriink egy megoldast,
marpedig a cél éppen a megolddsok megkeresése lenne. Ezért hangsulyoztuk azt, hogy
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az x’-es tag kiejtéséhez hasznélt w (és az 1j egyenletben keletkezS p és g) konkrétan

kifejezhet$ az eredeti egyenlet egyiitthat6ibdl.

1.2.7. Ez a gondolatmenet az 1.2.4. Gyakorlat fenti megoldasnak csak az els6 bekezdését
potolja.

1.2.8. Legyen u = v7++/50 és v = v/7 — /30, tovabbd x = u + v. Mint lattuk,
x3 = ud + 03 + 3uv(u + v). Mivel
u? 403 = (7 +V50) + (7 —+/50) = 14

wv = (745007 - V/50) = VT =1,

ezért azt kapjuk, hogy x> = 14 +3 . (=1) - (u + v) = 14 — 3x. Mivel x egész szam,
osztdja kell legyen a 14-nek. A 1, £2, £7, £14 értékeket kiprobalva azt kapjuk, hogy
csak x = 2 teljesiti az x> = 14 — 3x osszefiiggést. Ezzel azt lattuk be, hogy ha a kifejezés
értéke egész szam, akkor csak 2 lehet, de még nem tudjuk, hogy x tényleg egész szam-e.

A0 =x3—1443x = (x —2) (x> +2x +7) szorzat alakbél az adédik, hogy vagy x = 2,
vagy x2 +2x +7 = 0. Ez ut6bbi dsszefiiggést semmilyen valés x szam nem teljesiti, ezért
belattuk, hogy a feladatbeli kifejezés értéke 2.

Misik megolddsként vegyiik észre, hogy 74 /50 = (14++/2)3 és 7—+/50 = (1—+/2)3,
ahonnan ismét x = 2 adddik.

1.2.9. Az els6 dllitashoz azt kell belatni, hogy 1 + +/—1 negyedik hatvanya —4. Ez koz-
vetlen szamoldssal lathatd, akdr azonnal negyedik hatvanyra emelve a kifejezést, akar azt
észrevéve, hogy (1 + +/—1)? = 2+/—1. Hasonl6an kapjuk, hogy az

1—v=1, —1++/=1, —1-+-1

kifejezések negyedik hatvanya is —4. K&s6bb majd bebizonyitjuk, hogy ezeken kiviil mas
hasonl¢ kifejez€s nincs, aminek a negyedik hatvanya —4 lenne.

1.2.10. A felsorolt négy esetbdl kettében ugyanaz a szam jon ki (csak felcserélédik u és v),
a masik két esetben azonban éltaldban nem is kapunk megoldast (mert a képlet eredménye
nem u + v lesz, hanem 2u, illetve 2v). Vigydzzunk, u? és v3 a 22> + gz — (p/3)> méasodfoki
egyenlet mindkét gyokét ki kell, hogy adja (lasd az 1.2.4. Gyakorlat megoldésat), és ezért
nem valaszthatjuk a négyzetgyok el§jelét mindkétszer ugyanannak. A képlet mindazondltal
helyesen van felirva, mert valos szamok korében az a megallapodas, hogy a négyzetgyok,
ha elvégezhetd, mindig a pozitiv eredményt jeloli.

1.2.11. Nem, hanem csak azt jelenti, hogy nagyon gondosan meg kell vizsgdlnunk, hogy
az uj kifejezésekkel milyen szabdlyok szerint szdmolhatunk. Ez az &talakitds minddssze
azt mutatja, hogy a vab = /a~/b 6sszefiiggés (amit felhasznaltunk) nem fog érvényben
maradni az 0j kifejezésekre.
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1.2.12. A részletes megoldds (harmadfoku helyett tetszdleges pératlan fokd polinomra)
elolvashat6 az A.0.4. Tétel bizonyitasaban.

1.3. Szamolas komplex szamokkal.

1.3.1. Ha lehetne, azaz egyenldk lennének, akkor a 2 4+ 3i = 4 + 5i egyenl&ségbdl atren-
dezéssel 2i = —2 adddna, négyzetre emelve —4 = 4, ami ellentmondés. Ez mutatja, hogy
altaldban az a + bi és ¢ + di szamokat kiilonbozének kell definidlnunk, ha a # b vagy
¢ # d. Ha igy tesziink, akkor még reménykedhetiink, hogy a komplex szamokkal val6
szamolds nem vezet majd ellentmondésra.

1.3.2. Legyenx = a+bi, y = c+di és z = e + fi. Ekkor az 0sszeadds és a szorzds
definicidjat alkalmazva

x+yz=a+c)+b+di)e+ fi) =
= (ae+ce—bf —df)+ (af +cf +be+de)i.

Az xz + yz kifejezést hasonldan kiszdmitva ugyanezt a végeredményt kapjuk.
1.3.3. A z szamot a + bi alakban kereshetjiik. Ekkor
l=(@@+bi)(1+i)=(a—-b)+ (a+Db)i.

Két komplex szdm akkor egyenld, ha a valds és a képzetes részeik is egyenldk. A valds
részek az 1 = a—>b, aképzetes részek a0 = a+b egyenlGséget adjdk. Az egyenletrendszert
megoldva z = (1/2) — (1/2)i adddik.

1.3.4. Ha z valGs, akkor zz = z2. Ezért pozitiv z esetén zZ négyzetgyoke maga z lesz. Ha
viszont z negativ valds szam, akkor zz négyzetgyoke —z lesz, hiszen valds szdm esetében
a négyzetgyokjel a négyzetgyok két értéke koziil mindig a nemnegativat jeloli.

1.3.5.

(1) Az eredmények 5+ i, —i, (1/13) + (5/13)i.

(2) Mindkét eredmény 1. Az elsd tort esetében ez még kiszdmolhatd, a masodik ese-
tében mar nem igazan. Azt kell észrevenni, hogy a szdmlélé és a nevez6 abszolut
értéke ugyanaz, és az 1.3.10. Gyakorlat szerint az abszolut érték tartja az osztést.

(3) (1+i)? =2i,ezért (14+i)* = (2i)> = —4. Mivel 1241 = 4.310+ 1, az eredmény
(1+ l')124] — (_4)310(1 +i) = 2620 + 2620i.

1.3.6.
(D) 0=x%+1=(x+i)(x —i),tehita nullosztomentesség miatt x = i vagy x = —i.
(2) x2+ 12 = (x 4+ 24/30) (x — 2/30), ezért x = £2/3i.
(3) 0 = x2+2x +2 = (x + 1)?> + 1 (a masodfokd egyenlet megoldasi médszerét
alkalmaztuk). Innen (1) szerint x + 1 = &£i, tehat x = —1 % i.
4) 0=x242ix —1=(x+1i)2 tehdt x = —i.
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1.3.7. Ha —21 4+ 20i = (c + di)?> = ¢* — d* + 2cdi, akkor a valds és képzetes rész
egyértelmisége miatt ¢ — d> = —21 és cd = 10. Tehdt ¢ = 10/d, és a mésik egyenletbe
visszahelyettesitve, majd d?-tel szorozva d* — 21d?> — 100 adédik. Ez d?-re méisodfokd
egyenlet, a megoldéképletbsl d? = 25 vagy d*> = —4. Ez utébbi lehetetlen, mert d valds.
Tehat d = +£5, és akkor ¢ = 10/d miatt ¢ 4+ di = £(2 + 5i).

Ez a gondolatmenet elmondhaté a —21 4 207 helyett az dltalanos a + bi-re is. A sza-
molést elvégezve d> = (—a + ~/a? + b?)/2 adédik. Amikor a négyzetgyok elstt negativ
el6jel van, akkor biztosan negativ eredményt kapunk d?-re, mert /a2 + b2 > |a|, ez tehét
hamis gyok. Amikor a négyzetgyok elétt pozitiv elSjel van, akkor ugyanezért d2-re nem-
negativ eredményt kapunk. A 2cd = b Osszefiiggés alapjan c ért€két is megkaphatjuk. A

nevezdbeli csinya gyokos kifejezést6l megszabadulhatunk, ha a tortet v a + +/a? + b2-tel
bovitjiik. De azt is megtehetjiik, hogy inkdbb c értékét is a d-hez hasonléan, a megfeleld
masodfoku egyenletbdl kapjuk meg. Barmelyik mddszerrel szdmolunk, a végeredmény a
kovetkezd lesz:

a+\/a2—|—b2:|:,\/—a+\/a2+b2
i .
2

\/a—l—bizzt\/ >

Ez latszolag négy megoldas, ezért hozz4 kell tenni, hogy a 2cd = b Osszefiiggés miatt
pozitiv b esetén a két négyzetgyok eldjelét egyformanak, negativ b esetén kiilonbozének
kell valasztani. A képletbdl latszik, hogy minden nem nulla komplex szdmnak pontosan
két négyzetgyoke van a komplex szamok kozott. Ezt a kovetkez6 pontban mas mddszerrel
is be fogjuk latni. A most levezetett képletet nem érdemes megtanulni, inkdbb a levezeté-
séhez hasznélt modszert (vagy a kovetkez6 pontban tanulanddkat) érdemes alkalmazni, ha
négyzetgyokot kell vonni.

Az x> + (i —2)x + (6 — 6i) = 0 egyenlet megolddsihoz vegyiik észre, hogy a ma-
sodfoku egyenlet megoldasakor hasznalt médszeriink komplex szaimokra is ugyanigy
érvényes. Valdban, ellendrizhetjiik, hogy az 1.2.1. Kérdés megoldédsakor csak a ,,szokdsos”
szdmoldsi szabdlyokat hasznaltuk (amik az 1.3.2. Allitasban vannak felsorolva), valamint
azt, hogy a komplex szdmok kozott is lehet osztani. Tehat a fenti egyenlet megolddsdhoz
egyszerlien behelyettesithetiink a gyokképletbe. A négyzetgyok alatt pontosan —21 + 20i
fog allni, amibdl most vontunk négyzetgyokot. Az eredmény 2 + 2i és —3i.

1.3.8. Az els6 négy egyenlet mindegyikére alkalmazhatjuk a masodfokd egyenlet megol-
doképletét, és az el6z6 feladatban leirt négyzetgyokvondsi eljarast.

(1) (1£i)/v2.

2) (=3x+/70)/2.

(3) 3—iés—1+42i.

4) 1—iés4—2i)/5.

(5) Vegyiik mindkét oldal abszolut értékét. Mivel |x| = | x|, de |3 + 2i| # 1, csak az
x = 0 megoldas. Masodik (csunydbb, de mechanikus) megoldés: az x = a + bi
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helyettesitéssel, a szorzast elvégezve
a—+ bi = Ba +2b) + 2a — 3b)i

adodik. A valds részeket nézve innen a = 3a + 2b, a képzetes részeket nézve
b = 2a — 3b. Ennek az egyenletrendszernek csak a = b = 0 megoldasa.

(6) Irjuk x-et a + bi alakba. Ekkor a + bi = 2a adédik, tehdt a = 2a és b = 0. Vagyis
csak az x = 0 nulla megoldas. Eljarhattunk volna ugy is, hogy észrevessziik: x csak
valés lehet, mert az egyenlet jobboldala valés, de valds szam valds része onmaga,
tehat az x = 2x egyenletet kell megoldanunk.

1.3.9. Legyen z = a + bi és w = ¢ + di. Ekkor zw = (ac — bd) — (ad + bc)i =7 w.

1.3.10.

(1) Igaz, azt kell belatni, hogy z — w = 7 — w. Ez kozvetleniil kiszdmolhat6. Mésodik
megoldédsként vegyiik észre, hogy az 6sszegtartds miatt 7 — w = 7+ (—w). Igy elég
megmutatni, hogy a konjugdlds az ellentettképzést tartja, azaz hogy —w = —w.
Legyen u = —w, akkor ismét az Gsszegtartds miatt 0 = 0 = u + w = u + w,
amibdl az allitds kovetkezik.

(2) Nem igaz, példaul |1 + (—1)| # |1] + |—1].

(3) Igaz, és bizonyitas teljesen anal6g az (1)-beli mdsodik megoldédssal. Tekintsiik a

z/w hanyadost, és legyen u = 1/w. A szorzattartds miatt |z/w| = |zu| = |z]|u].
Masfeldl uw = 1 miatt |u||w| = 1, és igy |z|/|w| = |z]|u| = |z/w].

1.4. A komplex szamok trigonometrikus alakja.

1.4.1. Az vilagos, hogy r = s # 0, mert mindkettd |z|-kel egyenld. Az egyenldség mindkét
oldalat szorozzuk be cos(—a) + i sin(—a)-val. Ekkor a szorzat képlete miatt

cos(ox — ) + i sin(@ — a) = cos(B — ) +isin(B — a)

adodik. A valds és képzetes részeket Osszehasonlitva cos(f — a) = 1 éssin(B —a) = 0,
ahonnan az allitast kapjuk. (Mindez geometriailag is latszik, hiszen egyenld komplex sza-
mok hossza €s szoge is egyenld.) A megforditds nyilvanvalo.

1.4.2. Legyen z = r(cosa + i sina) és w = s(cos B + i sin B). Olyan u szamot keresiink,
amit w-vel megszorozva z-t kapunk. Keressiik u-t is trigonometrikus alakban, azaz legyen
u =t(cosy +isiny). Ekkor

r(cosa +isina) =z =uw = ts(cos(y + B) +isin(y + B)).

A trigonometrikus alak egyértelmiis€gébdl kovetkezik, hogy r = st, és @ = B + y (ponto-
sabban o — (B + y) a 360° egész szamu tobbszorodse). Ezért

w/z = (r/s)(cos(e — B) +isin(a — B)).

Vagyis a hosszokat osztani kell, a szogeket pedig kivonni (modulo 360°).
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1.4.3. A 7 a z tiikkorképe a val6s tengelyre. A z — w az a vektor, ami a w pontbdl a z pontba
mutat, ennek abszoltt értéke pedig a hossza, vagyis a z és w tdvolsdga.

1.4.4. Az ilyen feladatok megolddsanak kétféleképpen vaghatunk neki. Megprébalhatjuk,
hogy z helyébe x + yi-t helyettesitiink. A miiveletek elvégzése utdn olyan Osszefiiggést
kapunk x és y kozott, amit koordinata-geometriai modszerekkel érthetiink meg, példdul
radismerhetiink egy egyenes, vagy egy kor egyenletére. Ez a mddszer azonban sok sz4-
moléassal jar. Ezért elobb érdemes meggondolni, hogy a feladatb6l nem olvashatunk-e le
kozvetleniil geometriai jelentést. Ha sikertil, akkor altaldban elegans megoldést kapunk.

(1) Haz = x+yi,akkor z+3+2i = x+yi+3+2i = (x +3)+ (y+2)i. Mivel x +3
és y + 2 valos szdmok, ennek a szdmnak a valds része x + 3. Tehataz x +3 < —2
egyenldtlenséget kapjuk. Innen x < —35, tehat a keresett alakzat egy félsik, amelyet
az x = —5 egyenletfi fiiggbleges egyenes hatarol.

(2) Haz = x + yi, akkor x + 1 > y — 3 adddik, vagyis y < x + 4. Ez is egy (zart)
félsik, ami az y = x + 4 egyenes alatt 1év6 pontokbdl éll, az egyenest is beleértve.

(3) Ha koordinéta-geometridra vezetjiik vissza az allitast egy kor egyenletét kell felis-
merniink. Jobb azonban, ha kozvetleniil okoskodunk. A |z — 1 — i| szam az el6z6
feladat szerint a z és 1 + i pontok tdvolsidga. Az egyenlGtlenség tehat azt fejezi ki,
hogy a z pont az 1 + i ponttdl legfeljebb 3 egység tavolsdgra van. Vagyis egy zart
korlapot kapunk, melynek sugara 3, kozéppontja (1, 1).

(4) Ugyancsak az el6z6 feladat szerint ez azon z pontok halmaza, amelyek a 3 — 2i és
a —4 + i pontoktdl egyenld tavolsagra vannak, azaz a két pontot 6sszekotd szakasz
felezd merdlegese.

(5) Ez koordinéta-geometridval egyszerlibb. Mondhatjuk azonban a kovetkezdt is: a
7 a z tiikorképe a valos tengelyre. Ha e két vektor 6sszege —1, akkor egy rom-
buszt kapunk, mely atl6janak két végpontja 0 és —1. A lehetséges csuicsok tehét a
Re(z) = —1/2 fiiggbleges egyenesen vannak.

(6) Az els6 halmaznil |z|?> = zZ = 1, tehdt az egységkort kapjuk. A masodik halmaz
esetében dtszorzassal 1 +8z = |z|? adddik. Mivel |z| valds, z is az, és igy 1z|? = Z2.
A mdsodfoku egyenletet megoldva z = 4 + +/17 adédik.

(7) Mivel r = |z| nemnegativ valds, iz = r-et i-vel osztva z = —ir adddik, azaz a
keresett halmaz a képzetes tengely negativ része a nulldval egyiitt. Ennek minden
pontja jo, mert | — ir| =r.

(8) Végezziik el az osztasta (z — 1) /(z+ 1) tort esetében, azaz szorozzunk be a nevezd
konjugéltjaval. Ekkor a szamlalo értéke (z — 1)(z + 1) = (|z|2 — 1)+ (z—2). Itt
|z|> — 1 val6s, z —z pedig tisztdn képzetes. Tehata (z—1)/(z+ 1) val6s része akkor
és csak akkor nulla, ha |z| = 1, a képzetes része pedig akkor nulla, ha z = z, vagyis
ha z valds. Vagyis az els6 halmaz az egész valds egyenes, kivéve a —1 szamot,
a masodik halmaz pedig az egész egysé€gkor, szintén kivéve a —1 szdmot.
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1.4.5. Konkrét szdm esetében a z = a+bi trigonometrikus alak felirdsdhoz el8szor érdemes
azt meggondolni, hogy z szdm melyik siknegyedbe esik, ezt a és b eldjele donti el. Ezutdn a
lz| = va? + b%ésatga = b/a bsszefiiggésbdl mar konnyen megkapjuk a trigonometrikus
alakot. Vigyazzunk, a cosa — i sinw szdm nincs trigonometrikus alakban, ennek szoge
ugyanis —« (vagyis 2m — o). Az eredmények:

(1) 14i =+/2(cos45° +isin45°) és 1 — i = /2(cos315° + i sin 315°).
2) V3+i= 2(cos30° +isin30°) és —1 — V3i = 2(cos 240° + i sin 240°).
(3) cos300° + i sin 300°.

(4) (v/6/2)(cos 315° + i sin 315°).

1.4.6.

(1) Az origébdl valé hdromszorosra nyujtds, majd eltolds az x-tengely pozitiv felének
irdnyaba két egységgel.

(2) Forgatva nyjtas az origéb6l: 45°-kal forgatunk és +/2-szeresre nytjtunk. Ez az
1 4 i trigonometrikus alakjabol olvashato le.

(3) A z pont képe a z-t az origdval 6sszekotd félegyenesen van, €s tdvolsaga az orig6tol
a z tdvolsaganak reciproka.

Ezt a transzformdciét a geometridban az egységkorre vonatkozé inverzionak ne-
vezik. Nevezetes tulajdonsiga, hogy kort és egyenest is korbe vagy egyenesbe visz.
Hasonl6 tulajdonsdgiak a z — (az+b)/(cz +d), igynevezett tortlinedris transzfor-
mdciok is.

1.4.7.

(1) (z + w)/2. Ez leolvashat6 példdul az 1.4.1. dbrardl, hiszen a paralelogramma &tl61
felezik egymadst.

2){xeC:|x—zl=|x—wl}.

B){fxeC:|x—zl=|w-—2z|}.

4) iz.

(5) i(z —w).

(6) A z — w vektort kell +90°-kal elforgatni, majd a kezd6pontjit a w-be tenni, ami
azt jelenti, hogy a végpontja (az orig6tdl szdmitva) i (z — w) + w-ben lesz.

(7) Ha x a keresett pont, akkor az x-bdl z-be mutaté vektor £90°-kal torténd el-
forgatottja x-bSl w-be kell, hogy mutasson. Vagyis (z — x)i = w — x, illetve
(z—=x)(—i) = w—x. Innen x-re (w —zi)/(1 —1i), illetve (w + zi) /(1 +i) adodik.

(8) Legyen & = cos 120° + isin 120°, ekkor > = & = c0s240° + i sin240°. Az
el6z6hoz hasonld szdmoldssal (w —ez) /(1 —¢), illetve (w — szz)/(l — £2) adédik.
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1.4.8. A négyzet négy csicsa legyen A, B, C, D, pozitiv koriiljaras szerint. Ekkor az
AB oldalra kifelé irt négyzet kozéppontja az el6z6 feladat (7) pontjanak megoldasat fel-
haszndlva (B + Ai)/(1 + i). A masik harom négyzet kozéppontjit ugyanigy kapjuk. A
szemkozti négyzetek kozéppontjat 6sszekotd két vektor tehat

1 . .
TI#@+A0—@+CM,

illetve

1 : .
TI#@+BU—M+DW.

Az elsd vektor i-szerese a masodik, ezért a két vektor egyenld hosszu, €s merdleges.

1.4.9. Legyen ¢ = cos 120° + i sin 120° és n = cos 60° + i sin 60°. A szabalyos hatszoget
felrajzolva latjuk, hogy n = 1+ & és 1 4+ ¢ + &% = 0, tovabba nyilvan n? = ¢ és en = —1.
Ha a hdromszdg csucsai A, B, C, akkor az 1.4.7. Gyakorlat (8) pontja miatt az A B csucsra
kifelé irt szabalyos haromszog kozéppontja

1
X=——(A—¢B).
1—¢

Anal6g médon irhatjuk fel a mésik két szabalyos haromszog kdzéppontjat is, jelolje ezeket
Y és Z. Azt kell belétni, hogy az )ﬁ)/ vektort 60°-kal elforgatva az X_Z>—t kapjuk, azaz
(Y — X)n—(Z — X) = 0. Behelyettesitve, 1 — e-nal szorozva, és A, B, C szerint rendezve
a kovetkez6t kapjuk:

A(—n+e+1)+Bn+en—e)+C(—en—1).

A fenti Osszefiiggések miatt itt A, B és C egyiitthatdja is nulla.

1.4.10. Csak a megoldas otletét mondjuk el, a diszkusszidt az olvaséra hagyjuk. Két komp-
lex szdm hanyadosdnak szoge a szogek kiilonbsége. Ez a hanyados tehat akkor lesz pozitiv
valés, ha a két vektor szoge ugyanaz (hiszen a pozitiv valés szdmok szoge 0°), és akkor lesz
negativ valds, ha a két vektor irdnya ellentétes (hiszen a negativ val6s szdmok szoge 180°).
Rogzitsiik a 71 és zp pontokat. Ekkor (z3 — z1)/(z3 — z2) szdge a 712223 haromszognek a
z3-ndl leve szoge. A kettdsviszony tehdt akkor pozitiv valds, ha a 71z, szakasz a z3 és z4
pontokbdl ugyanolyan szogben ltszik, vagyis ha z3 és z4 ugyanazon a lat6koriven van. A

kettdsviszony akkor lesz negativ valds, ha z3 és 74 ugyanazon a 14t6koron van, de ellentétes
iveken. Az egyenest azért kell megengedni, mert a vizsgélt haromszogek el is fajulhatnak.

1.4.11. Legyenek a négyszog cstcsai A, B, C, D. Ekkor
A-B)(C—-D)+(A-D)(B-C)=A-C)(B-D),
hiszen ez azonossdg. A hiaromszog-egyenlbtlenség miatt innen
(A=C)(B —-D)| =<|(A=B)(C—-D)|+|(A-D)(B—C)].

De a baloldalon ef, a jobboldalon ac + bd éll. Egyenl6ség akkor van, ha (A — B)(C — D)
és (A — D)(B — C) parhuzamos, és egyenld allasu, vagyis ha a hanyadosuk pozitiv valds
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P

szam. Az eldz6 feladat szerint ilyenkor ABC D hurnégyszog. Megforditva, ha ABCD
konvex hdrnégyszog, akkor az A és C csicsokndl levd szogek Osszege 180°, ahonnan az
el6z6 feladat megolddsa szerint kovetkezik, hogy (A — B)(C — D) és (A — D)(B — C)
hanyadosa pozitiv valés. A diszkusszidt most is az olvaséra hagyjuk.

1.4.12. Legyen ¢ = cos(x/2) + i sin(x/2), akkor a keresett Gsszeg az €2 + * + - - - + &
képzetes része. A mértani sort 0sszeadva az eredmény

282}1 -1 B n—l—len _ (1/8")

&

e2—-1 e—(1/¢)
Ez az atiras azért j6, mert ¢ — (1/¢) = —2i sin(x/2) és & — (1/e)" = —2i sin(nx/2). fgy
_ sin((n + 1)x/2) sin(nx /2)

sinx +sin2x + --- +sinnx =

b

sin(x/2)
cos((n + 1)x/2) sin(nx/2)

sin(x/2)

A végeredmény birtokdban természetesen az allitds mar komplex szamok nélkiil is igazol-
hato, példdul n szerinti indukcidval.

cosSx +cos2x +---+cosnx =

1.5. Egységgyokok és rendjeik.

1.5.1. Az r pozitiv valds szdm, és az n-edik gyokét is a pozitiv valds szdmok kozott keres-
siik. Az analizis eredményei szerint ilyen n-edik gyok mindig pontosan egy van.

1.5.2. Keressiik az n-edik gyokoket w = s(cos B + i sin ) alakban, ekkor
w" = s"(cosnB +isinnB) = r(cosa +isinw),

ahonnan a trigonometrikus alak egyértelmiisége miatt s = /r, és n — a = 2k, ahol
k egész szam. A k szdmot helyettesithetjiik az n-nel vald osztidsi maradékdval, mert ez a
B = (o + 2km)/n szdget csak modulo 2 valtoztatja meg.

1.53. Ha |z] > I, akkor 1 < |z] < |z]* < |z° < ... egyre nagyobb lesz, soha nem
lesz kozottiik egyenls. S6t a negativ kitevSkre sem, mert 1 = [z|° > |z|7! > ... meg

egyre kisebb lesz. Ugyanez a helyzet akkor, ha |z| < 1, mert akkor minden forditva van.
(Elegédnsabban: a z helyett az 1/z-re mondhato el a fenti gondolatmenet, aminek mér 1-nél
nagyobb az abszolut értéke, viszont a hatvanyai ugyanazok, mint a z hatvdnyai.) Tehat
csak |z| = 1 jon széba, vagyis z = 1 vagy —1. Az 1 hatvanyai egyesével, a —1 hatvanyai
kettesével ismétlddnek. Valdjaban az 1 elsd, a —1 masodik egységgyok.
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1.5.4. Képzeljiik azt, hogy kettesével ugrdl. Ha n paratlan, akkor az elsé korben pont
atugorja a kiindulépontot, és igy n 1€pést megtéve, minden csucsot érintve, két kor utdn
ér haza. Ha viszont az n péaros, akkor mar n/2 1€pés, €és egy kor megtétele utdn hazaér,
mikdzben a csicsok felét kihagyja.

Altalaban, ha k-asdval ugral, akkor m 1épést megtéve a km-edik csticson lesz. Ez akkor
a kiindul6pont, ha n | km. A legkisebb ilyen m szamot keressiik. Nyilvan

n k
b | k)

(itt az (n, k) legnagyobb kozos osztét jelol). Mivel n/(n, k) és k/(n, k) relativ primek, ez
az oszthatdsag akkor és csak akkor érvényes, ha

n|km <—

n
(n,k) m.

A legkisebb ilyen (pozitiv) m természetesen maga az n/(n, k). Ezért a bolha ennyi 1épést
tesz meg, amikor eldszor visszaér (€s ennyi csticsot is érint). Ezalatt k-szor ennyi ,,tdvolsa-
got” tesz meg, és mivel a kor hossza n, a megtett korok szdma a megtett tdvolsag n-edrésze,
vagyis k/(n, k).

Megjegyezziik, hogy a fenti gondolatmenet negativ egész k szdmokra is érvényes, ebben
az esetben a bolha visszafelé ugrél.

1.5.5. A megoldashoz felhaszndljuk a gyokvonds képletét (1.5.2. Gyakorlat). Néhany eset-
ben egyszeriibb csak egy gyokot megkeresni, és azt az egységgyokokkel végigszorozni.

(1) A harmadik egységgyokok, algebrai alakban 1 és —1/2 +i~/3/2.

(2) A —4 trigonometrikus alakja 4(cos 180° 4 i sin 180°). A negyedik gyokok +1 £i.

(3) V3 —i = 2(cos330° + i sin330°), a képlet szerint a 8-adik gyokok hossza «Sﬁ,
szogeik 41, 25° + k - 45°, ahol 0 < k < 8.

(4) Ezek azok a 2n-edik egységgyokok, amelyek nem n-edik egységgyokok. Szogeik
a 21 /2n pératlan tobbszorosei, hosszuk 1.

1.5.6. Elég meghatarozni a rendeket, mert ezutdn a valasz a kovetkezd gyakorlat megol-
ddsabdl leolvashatd. Az 1.5.6. Allitdst haszndljuk. Az 1 + i és a cos(v/27) + i sin(v/27)
rendje végtelen, az (1 +1i)/+/2 szdge 360°/8, tehét rendje 8, végiil cos(336°) + i sin(336°)
rendje a 336/360 tort egyszerdsitett alakjanak nevezdje, azaz 15.

1.5.7. Ha egy egységgyok rendje d, akkor csak az n = d esetben lesz primitiv n-edik
egységgyok, €s pontosan a d | n szdmokra lesz lesz n-edik egységgyok, hiszen ezek a jo
kitevoi.

1.5.8. Has" = i, akkor e = i* = 1, ezért e rendje véges, és 4n-nek osztdja. Hao(e) = d,
akkor ¢4 = 1. Innen 1 = ¢9" = 4 és igyd =o0() | d.
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1.5.9. Mivel 712 = 1, ezért (—ig)>'? = 1. Igy o(—ie) | 512. De 512 = 2°, tehit ha
o(—ie) # 512, akkor mér o(—i¢) | 256 is teljesiil. De ez lehetetlen, mert (—ig)20 = 26,
ami nem 1, mert 512 a legkisebb pozitiv jo kitevdje e-nak. Tehat o(—ie) = 512.

Mdsodik megoldds. Az 1.5.6. Allitst fogjuk haszndlni. Az & szdm szoge 360°-nak
k/512-szerese, ahol (k, 512)=1, vagyis k paratlan. Mivel —i szoge 360°-nak —1/4-szerese,
ezért —ie szoge 360°-nak (k/512)—(1/4) = (k—128)/512-szorose. Ez egyszertisithetetlen
tort, hiszen a nevezd 2-hatvany, a szamlal6 pedig paratlan. Ezért —ie rendje is 512.

1.5.10. Ha ¢ rendje 4-gyel oszthatd, akkor o(—¢) = o(e). Ha csak kettdvel oszthatd, de
4-gyel nem, akkor o(—¢) = o(e)/2. Végiil ha o(e) pératlan, akkor o(—¢) = 2 - o(¢).
Minderre két bizonyitast is adunk. Legyen o(¢) = n.

Elsé megoldds. Keressiik meg a —e j6 kitevéit. Nyilvan (—&)f = (—1)*ek. Ez akkor
lesz 1, ha ¥ = (—1). Specidlisan k = 2n j6 kitevs. Négyzetre emelve ¢2X = 1, azaz
n | 2k minden k j6 kitevére. Vagyis had = o(—e¢), akkor n | 2d és d | 2n. Tehat nx = 2d
és dy = 2n alkalmas x, y pozitiv egészekre, ahonnan xy = 4 adédik. Igy d/n (ami x/2)
csak 1, 2, vagy 1/2 lehet.

Ha n pératlan, akkor innen n | d, és mivel n nem j6 kitevé ilyenkor, d = 2n. Ha n péros,
akkor mar n is jo kitevd, tehat d | n, és igy az a kérdés, hogy n /2 mikor jo6 kitevd. Nyilvan
()2 = —1 (mert (g)"/? négyzete 1, de onmaga nem 1). Tehat n/2 akkor j6 kitevd, ha
(—1)"/? = —1, azaz ha 4 { n. Ilyenkor d = n/2, kiilonben csak d = n lehet.

Mdsodik megoldds. Ismét az 1.5.6. Allitast hasznaljuk. Legyen & szoge 360°-nak k/n-
szerese, ahol (k,n) = 1. Mivel —1 szoge 360°/2, a —e szoge 360°-nak (k/n) + (1/2) =
(2k + n)/(2n)-szerese. Azt kell megvizsgalnunk, hogy ennek a tortnek mennyi a nevezgje
az egyszerdsités utdn. Konnyd meggondolni, hogy a szaimlalénak és a nevez&nek nem lehet
2-t61 kiilonbozd primosztdja. Tehdt az a kérdés, hogy a 2 melyik hatvdnydval lehet egysze-
rsiteni. Ha n pdratlan, akkor mér 2-vel sem lehet egyszersiteni, mert a szdmlal6 paratlan.
Ha n péros, akkor (k,n) = 1 miatt k paratlan. Ilyenkor 2-vel lehet egyszer(siteni, €s a
szamlalo k + n/2 lesz. Ha 4 | n, akkor ez pératlan, tehat nem lehet tovébb egyszerisiteni.
Ha 4 t n, akkor még 2-vel egyszerisithetiink, de tovdbb mdr nem, a nevezd miatt.

1.5.11. Az els6 esetben a tizenkettedik egységgyokoket kapjuk, mindegyiket kétszer. A ma-
sodikban a negyvenkettedik egységgyokoket kapjuk, mindegyiket egyszer.

1.5.12.

(1) A kozos gyokok azok az € szamok, melyekre ¢” = 1 = &, vagyis amelyek rendje
osztdja m-nek is és n-nek is. Ezek tehat pontosan az (m, n)-edik egységgyokok,
igy szamuk (m, n).

(2) Hae™ = 1és n" = 1, akkor nyilvan (en)™" = 1.

(3) Legyen o(e) = m és o(n) = n. Ha m és n nem relativ primek, akkor legkisebb
kozos tobbszorosiik, amit [m, n] jelol, kisebb, mint a szorzatuk. De (en)['"’”] =1,
tehat 7 rendje kisebb, mint mn.

Tegyiik most fel, hogy m és n relativ primek. Legyen d = o(en), be kell latni,
hogy d = mn. A (2) miatt ehhez elég, hogy mn | d, ehhez pedig, hogy m | d
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és n | d (hiszen m és n relativ primek). Szimmetriaokokbdl elég csak az elsd
oszthatésdgot megmutatni.

Nyilvan (en)¢ = 1. Ezt n-edik hatvanyra emelve 1 = &"9p"? = "¢ Ezért
m = o(¢e) | nd. Mivel (n, m) = 1, ebbsl kdvetkezik a kivant allitas.

1.5.13. Elsének az n-edik egységgyokok Osszegét szamitjuk ki. Hogyan fognd fel ezt a
feladatot egy fizikus? Azt mondand, hogy egy szabalyos sokszdg csicsaiba mutatd vekto-
rok s atlaga a sdlypontba, vagyis a sokszog kozéppontjdba mutat. Azért a kozéppontjdba,
mert a sokszog szimmetrikus. Ha nem a kozéppontba mutatna, akkor el lehetne forgatni a
sokszoget tigy, hogy onmagaba menjen, de s elforduljon, ami lehetetlen.

Masodik megoldasként ezt a gondolatmenetet modellezziik algebrailag. Jeldlje S az n-
edik egységgyokok Osszegét, és legyen ¢ az az egységgyok, melynek szoge 2w /n. Ezzel
a szoggel ,,forgassuk el” az S Osszeget, azaz szorozzuk meg ¢-nal. Ekkor az 6sszeg tagjai
ugyanazok maradnak, csak mds sorrendben lesznek felirva. Ezért Se = §S. Innen § = 0
vagy ¢ = 1 kovetkezik. De ¢ = 1 pontosan akkor, ha n = 1. Tehét a keresett 6sszeg nulla,
kivéve ha n = 1, amikor az 0sszeg értéke 1.

Amikor az n-edik egységgyokok szorzatat vizsgaljuk, akkor masik Otlet segit. Parositsuk
mindegyik egységgyokot a konjugéltjaval. Ez azért hasznos, mert ¢ = |¢|? = 1, vagyis a
konjugdltak kiejtik egymadst. Marad azoknak az egységgyokoknek a szorzata, amelyeknek
a parja 6nmaga, azaz amelyek valdsak. Ilyen egységgyok csak az 1 és a —1 lehet. Ha
n paros, akkor a —1 is szerepel az n-edik egységgyokok kozott, ezért az eredmény —1. Ha
n paratlan, akkor viszont 1 a keresett szorzat értéke.

Megjegyezziik, hogy az egységgyokok Osszegét és szorzatat is kiszamolhattuk volna
kozvetleniil a trigonometrikus alakbol. Az 6sszeghez mértani sort kell 6sszeadni, a szor-
zasndl meg a szogek adddnak Ossze, €s itt szamtani sort kapunk. Ez a mddszer hasznos a
négyzetosszeg kiszdmitdsdra is. A mértani sor Osszegképlete alapjan

2n

e —1
el+es+ e =etel+o e =—1—0.

ey —1

A szamlél6 nulla, és igy az eredmény is az, kivéve ha a nevez6ben nulla van, vagyis ha
8% = 1. Ez csak ugy lehet, ha n = 1 vagy n = 2. Ezekben az esetekben kozvetleniil
lathatjuk, hogy a négyzetosszeg 1, illetve 2.

1.5.14. A binomiadlis tételt alkalmazzuk el6szor az (1 + 1)" Osszegre.

~()+(0)-+ ()

Hasonl6an felirva az (1 — 1)" 6sszeget, azt kapjuk, hogy

o= (5)-()+ () () ()
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() o 1))

(az 0sszegezést akar a végtelenségig is folytathatjuk, mert egy binomidlis egyiitthat6 értéke
nulla lesz, ha az alul 4116 szdm mar meghaladja a feliil 4ll6t). Ekkor a fenti képletek szerint
A+ B=2"éA— B=0,vagyis A = B =2""!. Végiil irjuk fel az (1 + i)" 6sszeget.

o= () ()= -)+ () ) ()6 ()
= ()-()+ (-0 ()
=) () @) s =) () ()

akkor X — Y = Re((14+i)") és X +Y = B = 2"~ Innen pedig a keresett X kifejezhets:
X = 2" '+ Re((1 +i)")/2. Az (1 + i)" értékét trigonometrikus alakban szamithatjuk
ki, az eredmény 2n/2 (cos(2nm/8) + i sin(2nm/8)), aminek a valds része 2n/2 cos(2nm/8).
A feladatban n = 1867, igy a végeredmény X = 21865 — 2932,

1.5.15. Egyrészt

Legyen

(cosx +isinx)" = cos(nx) + i sin(nx),

masrészt a binomialis tétel miatt
n

. Rl —j e
(cosx +isinx)" = Zﬂ( ) cos" 7/ xsin’ x
—
J_
(az itt hasznélt, ugynevezett szumma jelolés magyardzata a 2.1.6. Definicidban taldlhato).
Innen valds és képzetes részt véve

n . n 4. n 6 .
cos(nx) = cos" x — (2) cos" % x sin® x + (4) cos"* xsin*x — (6) cos" O xsinx. ..

(itt sin” x helyére 1 — cos? x-et irva sin x teljesen eltiintethetd), és

. n _ . n _ . n _ .
sin(nx) = (1> cos" ! x sinx — (3) cos" 3 x sin’ x + (5> cos" P xsin’x...



214 11. Megolddsok, eredmények

11.2. Polinomok

2.1. A polinom fogalma.
2.1.1. Az eredmény
aobo + (aoby + arbo)x + (agbs + arby + azbo)x*+
+(aobs + arby + azby)x> + (arbz + azba)x* + axbsx® .
Amennyiben a; és b3 sem nulla, a szorzat foka 5.
2.1.2. El6szor a baloldali zaré6jelet bontjuk fol:
(a4 +a)br+ - +bp)=ai(br+--+bp)+-+anbi + -+ by).
Ha most mindegyik zardjelben beszorzunk, az allitast kapjuk.
2.1.3. Az eredmények
(P +3x% +2) — (0¥ +3x —4) =3x? - 3x + 6,
+ix+3)2+)=xr+ix + G+ —x +3i.
Az elsé polinom méasodfoku, a masodik negyedfoku.
2.1.4. Ha n = 3, akkor az eredmény
aiaxaz + ajaxbz + ar1bras + a1babs + biazas + biaxbz 4 b1braz + b1babs .

Az altalanos (ay +by) ... (a, + by,) szorzatot tobb 1é€pésben fejthetjiik ki (és kozben mindig
felhaszndlhatjuk a 2.1.2. Gyakorlatot). A végeredmény egy 2" tagi Osszeg lesz, amelynek
mindegyik tagja egy n-tényezds x1x3 . .. x, szorzat, ahol az x betl helyére a vagy b betfit
kell frni az osszes lehetséges kombindciéban. Altaldban ha tobb soktagii dsszeget szor-
zunk ossze, akkor mindegyik tényezobdl ki kell venni egy tagot az 0sszes lehetséges modon
egymdstol fiiggetleniil, ezeket dssze kell szorozni, és a kapott szorzatokat 6sszeadni.

2.1.5. Trjuk be az a; j-ket egy tabldzatba: az a;; az i-edik sor j-edik helyére keriiljon (tehat
n sor lesz, és m oszlop). Ekkor mindkét szumma a tabldzatban all6 szdmok Osszege, csak
az els6ben el6szor az oszlopokat adjuk 6ssze, a mdsodikban pedig el6szor a sorokat.

2.2.1. A tényezSk szdma szerinti indukcidval bizonyitunk, azaz feltessziik, hogy az n-nél
kevesebb tényez8s szorzatok értéke mér fliggetlen a zardjelezéstdl. Ha adott egy n-tényezds
szorzat, akkor az A x B alakd, ahol A és B mar rovidebb szorzatok. Ha A nem egytényez0s,
akkor az indukcios feltevés miatt A = a;xC alakban irhatd. Az asszociativitast alkalmazva
Ax B = (a; *C)* B = aj % (B x C). Vagyis mindegyik n-tényez0s szorzat a; *x D alakra
hozhat6. Az indukcids feltevés miatt D értéke fiiggetlen a zardjelezéstdl, tehét tényleg
barmely két zardjelezés ugyanazt az eredményt adja.

2.2. A szokasos szamolasi szabalyok.
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2.2.2. Legyenek f, g, h az X halmazon értelmezett, X-be vezet$ fiiggvények. Azt kell
belétni, hogy f o (g o h) = (f o g) o h. Két fiiggvény akkor egyenld, ha minden he-
lyen megegyezik az értékiikk. De ha x € X tetszdleges, akkor a kompozicié definicidjat
ismételten felhaszndlva

(f o (gom) @) = f((gom) = f(8(k(x))

((fo)om)@) = (f 0 8)(h(0) = f(g(h(x)).

A két érték tehat tényleg ugyanaz.

Ha vessziik az x-tengelyre valé T tengelyes tiikrozést, illetve az origd koriili 90 fo-
kos F forgatast, akkor ez a két transzformécié nem cserélheté fel. Ezt a legegyszer(ibben
komplex szdmokkal lathatjuk be: T(z) =z, és F(z) = iz,de (T o F)(z) =iz = —iZ nem
egyenld (F o T)(z) = iz-tal, kivéve ha z = 0.

2.2.3. Az utmutatasban szerepld allitds igazoldsa a kovetkezd. Keressiik meg azt a konyvet,
ami a legbaloldalra vald, és addig cseréljiik meg mindig a baloldali szomszédjaval, amig a
helyére nem keriil. Ezutan ugyanezt végigcsinaljuk a balr6l masodik helyre valé konyvvel,
és igy tovabb.

Ha adott az a; * - - - x a, szorzat, akkor a 2.2.1. Feladat miatt a zar6jelezéssel nem kell
foglalkoznunk, a kommutativitds viszont lehetévé teszi barmely két szomszédos tényezd
cseréjét. Ennek ismételgetésével pedig a tényezdk barmelyik sorrendje megkaphatd.

2.2.4. Az identikus leképezés, az az id fiiggvény, amely X minden eleméhez sajat magat
rendeli. Nyilvdnvaléan f o id = idof = f tetszOleges f fiiggvényre (aki nem hiszi,
helyettesitsen be tetszdleges x € X-et). Mas fliggvény nem lehet neutrdlis elem. Ha
ugyanis e ilyen, akkor az e o id = id egyenletbe x-et helyettesitve e(x) = x adddik.

2.2.5. Ha e baloldali, f jobboldali neutrélis elem, akkor e * f = f (mert e baloldali
neutrélis elem), ugyanakkor e % f = e (mert f jobboldali neutrdlis elem). Tehdt e = f.
Vagyis ha van baloldali, és van jobboldali neutralis elem is, akkor mindkét fajtabol csak
egy lehet, és az kétoldali neutralis elem lesz.

2.2.6.

(1) Tegyiik fel, hogy v balinverze, és w jobbinverze u-nak. A * asszociativitdsa miatt
vik(ukw)=@Wxu)*xw.Devk(u*xw) =vxe =0, V*rU)*xw =e*xw = w.
Ezértv = w.

(2) Ha u inverze u~! és v inverze v—', akkor u * v (kétoldali) inverze v~
Valéban, uxv*v 'sxu"! =uxexu! =e, ésv sy}

1 1

*u! lesz.
XUXV = v_l*e*v =e.
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2.2.7. Ha egy H részhalmaz teljesiti a felsorolt tulajdonsagokat, akkor maga is csoport G
miiveletére nézve (hiszen az asszociativitds azonossag, ami 6roklédik G-bdl H-ra, a tobbi
csoporttulajdonsagot pedig felsoroltuk). Megforditva, ha H maga is csoport a G miive-
letére nézve, akkor a G miveletének értelmezve kell lennie H-ban is, azaz (1) teljesiil.
A tobbi 4allitdshoz elég belétni, hogy G és H neutrdlis eleme ugyanaz, és egy h-beli elem
inverze H-ban kiszamitva ugyanaz lesz, mint ha G-ben szamitanank ki.

Legyen a H csoport egységeleme f, a G csoporté e. Jeldlje f~! az f elemnek a G
csoportbeli inverzét. Ekkor f % f = f, mert f egységeleme H-nak. Ezért (f % f) f ! =
f* f~! =e. Ugyanakkor f % (f % f~!) = f % e = f, hiszen e egységeleme G-nek. Az
asszociativitds miatt tehat e = f. Az, hogy az inverzképz€s ugyanaz H-ben, mint G-ben,
az inverz egyértelmiiségébdl kovetkezik (2.2.6. Feladat), hiszen egy H-beli elem H-beli
inverze nyilvan inverz G-ben is (mert e = f).

2.2.8. Tegyiik fel el6szor, hogy a szerepld m és n kitevok pozitivak. Ekkor a (2), (3),
(4) allitdsokat egyszer(i leszamldldssal tudjuk bizonyitani. Példdul a™a" és a™ " esetében
is nyilvdn m + n darab a betiit irtunk le egymds mellé, (a™)" és a™" esetében pedig mn
darabot. A (4) 4llitdsban a és b egymdssal szabadon cserélgethetd, és nyilvan mindkét
oldalon n darab a és n darab b szerepel.

Ezutédn az (1) 4llitast is be tudjuk latni pozitiv n esetén. Azt kell megmutatni, hogy
a "a" = e =a"a™". Ha a inverzét b jeloli, akkor az a™" definici6 szerint b"-nel egyenld.
Tudjuk, hogy ba = e = ab, azaz a és b felcserélhetdk. Ezért a (4) éllitds mar bizonyitott
része szerint a ""a" = b"a" = (ba)" = e, és hasonléan a"a™" = e.

Ha most m és n nulla, vagy negativ is lehet, akkor esetszétvalasztassal okoskodunk, a
negativ kitevdjd hatvany definici6jit haszndlva. Példaként a (2) allitdst bizonyitjuk, a tobbi
(hasonl6) gondolatmenetet az olvaséra hagyjuk.

Ham = 0, akkor a™ = e és m + n = n, tehdt az allitas tetsz6leges egész n-re teljesiil.
Ha m negativ, mondjuk m = —k, ahol k pozitiv egész, akkor jeldlje ismét b az a inverzét.
Ekkor a™ = a—* = b*. Tehit azt kell megmutatni, hogy bka" = a*t" Han > k, akkor a
bal- és a jobboldalon is n — k darab a betli marad (hiszen ba = ¢). Ha viszont n < k, akkor
a baloldalon k — n darab b betli marad, a jobboldal pedig a ~*~™, ami a negativ kitevsj
hatvany definiciéja miatt szintén b* .

2.2.9. A disztributivitds (és 0 + 0 = 0) miatt Or = (0 + 0)r = Or 4 Or. Mindkét oldalhoz

Or ellentettjét adva 0 = Or ad6dik. Ugyanigy lathatjuk be, hogy rO = 0 minden r elemre.
Ha u invertalhatd, azaz uv = 1, akkor természetesen u nem lehet nulla, mert akkor

uv = 1 is nulla lenne. Ekkor tetszbleges r elemre r = r1 = r0 = 0, vagyis a gy(rd a

s 2 s 2

nullgy(ird, amit kizartunk az egységelemes gyirtik koziil. Végiil
0=r0= r(s + (—s)) =rs+r(—s)

miatt rs ellentettje, ami definici6 szerint —(rs), tényleg r (—s)-sel egyenld. Analég médon
igazolhat6é a (—r)s = —(rs) azonossag is.
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2.2.10. Ha az R additiv csoportjara alkalmazzuk a 2.2.7. Feladatot, akkor az 4llitds elsd
felét kapjuk. Ha R test, akkor az R multiplikativ csoportjira (aminek elemei most R nem
nulla elemei) is alkalmazhatjuk ezt a feladatot, és akkor az éllitds masik felét kapjuk.

2.2.11. Ha ur = us, akkor u(r —s) = 0. Mivel u nem baloldali nulloszté, innen» —s = 0,
vagyis r =s.

Megjegyezziik, hogy ebben a megolddsban nemcsak a disztributivitist haszndltuk fel,
abbol ugyanis csak annyi kovetkezne, hogy u(r — s) = ur + u(—s). Sziikség volt a
2.2.9. Feladatban bizonyitott u(—s) = —(us) Osszefiiggésre is.

2.2.12. Ez pontosan ugyanaz a gondolatmenet, mint a 2.2.14. Tétel bizonyitdsa. Ha r-nek
balinverze s, akkor az ru = 0 egyenletet balrdl s-sel megszorozva 0 = sru = lu = u
adddik. Ezért r nem lehet baloldali nulloszto.

2.2.13. Ha u invertdlhat6 eleme Z,,-nek, akkor van olyan v, hogy u *,, v = 1, vagyis uv — 1
oszthaté m-mel. Igy u és m minden k6z0s osztdja osztja az 1-et is, vagyis u relativ prim az
m-hez.

A megforditashoz legyenek uy, ..., u; a Z,-nek az m-hez relativ prim elemei, és u
ezek egyike. Ha u *,, u; = u *, uy, akkor m | u(u; — uy). Mivel azonban m és u
relativ primek, innen m | uj — uy, tehdt u ; €s u; ugyanazt a maradékot adja m-mel osztva,
vagyis (Z,, elemei 1évén) egyenldek. Belattuk tehat, hogy u *,, uy, ..., u *,, u; paronként
kiilonbozok. De nyilvdn u *,, u; is relativ prim m-hez, tehat az u *,, uy, ..., u *, uy
szamok ugyanazok, mint uy, ..., uy (csak esetleg mas sorrendben). Specidlisan tehat az 1
is szerepel az u *,, u; szamok kozott, azaz u invertalhato.

Ez a bizonyités elegans, de némileg csaldsnak tekinthetd. Kihasznéltuk ugyanis a szdmel-
mélet relativ prim szdmokrdl sz616 elemi eredményeit. Marpedig ezek bizonyitdsa az eukli-
deszi algoritmuson alapszik, amelybdl az elsék kozott kovetkezik az, hogy ha u és m relativ
primek, akkor van olyan x és y egész, hogy ux + my = 1. Ha ezt szabad hasznalnunk, akkor
az x szdm mod m maradéka inverze lesz u-nak, tehat a fenti gondolatmenet foloslegessé valik.

Annak, hogy a fenti megolddst mégis szerepeltettiik, két oka van. Egyrészt a relativ prim
szamok felhaszndlt tulajdonsagai (s6t a szamelmélet alaptétele is) ismerds mar kozépiskolabdl
(bar esetleg bizonyitas nélkiil), ismer&sebb, mint az el6z6 bekezdésben hasznalt llitds. Mas-
részt a fenti megoldas oOtletét altaldnositani lehet majd olyan algebrai 4llitdsok bizonyitsara,

ahol a szdmelméletet mér kozvetleniil nem alkalmazhatjuk.

2.2.14. A mivelet asszociativ, mert a*(b*c) = a = (a*b)*c (s6t, birhogyan zaréjeleziink
egy szorzatot, az eredmény mindig a legbaloldali tényezd lesz). Nyilvan S minden eleme
jobboldali neutrdlis elem. Ha S egyelemt, akkor az egyetlen eleme kétoldali neutrélis elem.
Ha azonban § legalabb kételemdi, akkor egyetlen baloldali neutrdlis eleme sincs.
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2.2.15.

11. Megolddsok, eredmények

Ha a megadott halmaz egy gyfirlinek része, és a miiveletek is ,,ugyanazok”, akkor

elegendd a 2.2.10. Feladatban megadott tulajdonsdgokat ellendrizni. Ezt nagyon sokszor
hasznéljuk majd az aldbbiakban.

(D

2)

3)

Ez részteste C-nek. Ennek ellendrzéséhez el6szor is vegyiik észre, hogy az Ossze-
adas és a szorzds sem vezet ki a megadott halmazbdl: haz =a +bi ésw =c+di
olyan komplex szdmok, hogy a, b, c, d raciondlis, akkor

z+w=(@@+c)+ b+d)i é zw = (ac— bd)+ (ad + bc)i

is az adott halmazban van, hiszen a + ¢, b + d, ac — bd, ad + bc tGgyszintén
raciondlis szdmok. Nyilvina 0 = 0+ 0i és az 1 = 14 0i is a megadott halmazban
van (hiszen O és 1 is racionalis szamok). Ha z = a + bi a halmazban van, akkor
ellentettje, (—a) + (—b)i is. Végiil ha a + bi # 0, akkor

1 a —-b
- = -+ l,
a+bi a+b%> a’+b?

és ha a, b raciondlis akkor nyilvan a/(a® + b?) és —b/(a® + b?) is raciondlis. Tehit
testrdl van szo, és ez persze nullosztomentes is. A nullosztémentesség mar abbdl is
kovetkezik, hogy a C nullosztomentes, és annak egy részgy(irdjérdl van szo.

Ez az el6z6h6z mindenben hasonlit, egyetlen kivétellel: a reciprokképzésre kapott
képlet kivezet az egész szdmok koziil. Tehdt nullosztémentes gy(irlrdl van szo,
amelyben meg kell hatdroznunk az invertdlhat6 elemeket. Ha a + bi invertalhato,
akkor van olyan ¢ + di ebben a halmazban, hogy (a + bi)(c + di) = 1. Szorozzuk
meg ezt az egyenl&séget konjugéltjaval. A zZ7 = |z|? sszefiiggés miatt azt kapjuk,
hogy (a® + b*)(c? + d?) = 1. De mindkét tényez nemnegativ egész szam, és igy
szorzatuk csak tgy lehet 1, ha mindketts értéke 1. Tehdt a® + b*> = 1, és mivel a?
és b? is nemnegativ, ez csak tigy lehet,haa = +1ésb =0, vagya = 0és b = +1.
Ekkor az a 4 bi komplex szdmra az 1, —1, i, —i értékeket kapjuk. Vagyis csak ezek
lehetnek invertdlhatok. Ezek tényleg invertdlhatok is: 1 és —1 inverze dnmaga, az
i és a —i pedig egymads inverzei.

Ez is részteste C-nek. A szamolds hasonlé ahhoz, ahogy az (1)-et oldottuk meg,
csak az inverzképzés valtozik egy kicsit: most a tortet a — b+/2-vel kell béviteni:

1 a—by2 a —b
- =2 2t 3 2V2.
a+bv2 (a+bvV2)(a—by2) a*—2b a* —2b

Ellendrizniink kell, hogy a nevezd csak akkor lehet nulla, ha a4+b+/2 = 0. A nevezs
(a+ b«/i) (a — b«/i), és noha C nullosztoémentes, ez lehetne nulla akkor is, amikor
a — ba/2 = 0. De ebben az esetben b = 0, hiszen kiilonben V2 =a /b lenne,
marpedig +/2 irraciondlis szdm. De ha b = 0, akkor a = b+/2 = 0, és igy a + b~/2
is nulla. Igazabdl azt lattuk be, hogy az a + b+/2 egyértelmiien meghatirozza az a
és b raciondlis szamokat.
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(4) Ez nem gyfir(, a szorzas nincs jol definidlva, mert kivezet a halmazbdl. Tegyiik fel
ugyanis, hogy

N2V2=V4=a+b32
alkalmas a és b raciondlis szdmokra. Ezt az egyenletet szorozzuk meg b + «3/§—vel,
ekkor kiesik a b «3/1, és a rendezés utan

4—ab= 2+ b

adédik. Mivel /2 irracionlis, innen a + b2 = 0 = 4 — ab, ahonnan b3 = —4, ami
egyetlen raciondlis szdmra sem teljesiil. Egy masik, elegdns megoldast mutatunk
majd a 3.5.14. Feladatban.

(5) Ez nyilvanvaléan kommutativ gyiri, aminek nincs egységeleme, és minden nem
nulla eleme kétoldali nulloszté.

(6) Ez kommutativ, egységelemes gy(r(i, a nullelem az iires halmaz, az egységelem
pedig maga az X. Minden a nullatél €s az egységelemtdl kiilonbdzd elem nullosztd,
és igy nem is invertdlhatd. Pontosan akkor kapunk testet, ha az X halmaz egyelem{.
Errél a gy(r(rdl lesz még sz6 a Boole-algebrakrol szol6 fejezetben.

Ezeket az éllitdsokat konnyen be lehet l4tni, ha az 6sszeadds és a szorzas definici-
6jat alkalmazzuk. Mintabizonyitasként megmutatjuk a disztributivitdst, azaz hogy
(A+ B)C = AC + BC. Két halmaz akkor egyenld, ha kolcsondsen tartalmaz-
z4ak egymast. Tegyiik fel el6szor, hogy x € (A + B)C. Ez azt jelenti, hogy x € C
(hiszen a szorzds a metszetképzés), és x € A+ B, vagyisx € Adex ¢ B, vagy for-
ditva, x ¢ Adex € B. AzelsGesetben x € ACdex ¢ BC,ésigy x € AC + BC.
A maésik esetben x ¢ AC de x € BC, ésigy ismét x € AC + BC. Ezzel belittuk,
hogy (A 4+ B)C € AC + BC. A mésik irdnyu tartalmazas hasonldan igazolhat6.

2.2.16. Konnyd ellendrizni, hogy R zart a Zeg-beli 0sszeaddsra, szorzdsra és ellentettkép-
zésre, tehat részgylirli. Azt gondolhatnank, hogy mivel az 1 nincs benne, nem lesz egység-
elemes. De ez nem igy van! Ugyanis a 4 egységelem: 4 x¢ 4 = 4, tovabba 4 x¢ 2 = 2 és
persze 4 x¢ 0 = 0. Sot, testet kaptunk, hiszen a 4 és a 2 inverze is 6nmaga. (A 2.4.16. Fela-
dat megoldasaban latni fogjuk, hogy nullosztomentes gy(ir(iben egy részgytirl egységeleme
csak az eredeti gy(ir(i egységeleme lehet.)

2.2.17. A (2.1.4.) Gyakorlat szerint (a+b)" olyan 6sszeg, amelynek tagjai az a és b néhany
(6sszesen n) példanyanak szorzatai, vagyis "~/ b/ alakiak. Ez a szorzat annyiféleképpen
johet 1étre, ahdnyféleképpen az n darab (a + b) ,,zar6jelbdl” ki lehet vdlasztani azt a j
darabot, amelybdl b-t vdlasztunk (és akkor a tobbi n — j zar6jelbdl a-t vélasztunk). A
C.0.12. Tétel szerint ez (}})-féleképpen torténhet meg.

A bizonyitds ugyanez tetszéleges kommutativ gytr( folott. Ebben az esetben a binomi-
alis egyiitthatokkal val6 szorzds azt jelenti, mint barmely egész szammal val6 szorzds: az

elemet ennyi példanyban 0ssze kell adni (lasd a 2.2.8. Definici6 utdni megjegyzéseket).
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22.18. A (V2 — )"(W2 + 1)" = 1 6sszefiiggésbdl latszik, hogy /2 + 1 mindegyik
hatvanya invertdlhat6. Ez végtelen sok kiilonbozd szdm, hiszen ~/2 + 1 > 1.

2.2.19. Mivel Z3 és Zs is test, a komplex szamoknal latottakhoz hasonléan vildgos, hogy
ha a? 4+ b> # 0, akkor a + bi invertdlhaté. A Z3 mindegyik elemének a négyzete 0 vagy 1,
és igy a®> + b> = 0 csak tgy lehet, ha a = b = 0. Ezért Zs-at i-vel kibSvitve testet
kapunk (amely kilenc elemt). Ugyanakkor 2% 4+ 1> = 5, vagyis ha Zs-bdl indulunk ki,
akkor (2 4+ i)(2 — i) = 0. Tehat a nullosztomentesség nem teljesiil, és igy nem kapunk
testet.

2.2.20.

(1) Igen, mert p(x 4 y) =27 =2*2¥ = p(x)p(y).

(2) Igen, mert komplex szamok szorzdsakor a szogek Osszeadddnak: ¢(x + y) =
cos(x + y) +isin(x + y) = (cosx +isinx)(cosy +isiny) = p(x)p(y).

(3) Igen, p(x + y) = 60 %100 (x + y) = 60 %100 x + 60 *100 y = ¢(x) + ¢(y), mert
a Zioo gytlriiben igaz a disztributivitds. (Mindegyik + jel igazabdl + 1o, csak az
olvashatdsdg kedvéért lehagytuk ezeket az indexeket.)

(3) Vigyazzunk, ez formailag masik kérdés, mint az el6z0, mert a 60x gy van de-
finidlva, hogy az x-et Osszeadjuk onmagaval 60 példanyban. Ez a leképezés is
mivelettartd, mert igazdbol 60x = 60 xjgo x teljesiil. Ugyanis a Zjgo gytiriben
igaz a disztributivitds, és ezért

60x =x+x+---4+x=04+14---4+1)*100x =60 x00 x .

Erdemes azonban meggondolni, hogy tetszdleges gytirtiben a ¢(x) = nx leképezés
minden n egészre tartja az Osszeadast (a 2.2.8. Gyakorlat miatt).

2.2.21. Legyen a G csoport egységeleme e, a G, csoport egységeleme e>. Ekkor e% = ey,
és ¢ szorzattartisa miatt

p(e1) = g(e}) = g(er)?.

Mindkét oldalt ¢(e;) inverzével megszorozva (magyardn ¢(e1)-gyel egyszerlsitve) azt
kapjuk, hogy e; = ¢(e1).
Ha ezutan g € G inverze h, akkor gh = e;-re -t alkalmazva

p(@)p(h) = p(gh) = p(e1) =e2.

Ezért ¢ (h) (a g inverzének a képe) tényleg g képének, azaz ¢(g)-nek az inverze lesz. (Iga-
zabdl balinverzre lattuk be az 4llitast. Ugyanigy belathatjuk jobbinverzre, és ezdltal kétol-
dali inverzre is, vagy felhasznalhatjuk, hogy csoportban a balinverz a 2.2.6. Feladat miatt
kétoldali inverz is mindig.)
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2.2.22. Bar a feladat szempontjdbol ez nem lényeges, a 2.2.15. Gyakorlat szerint itt tényleg
két testrdl van sz6. Legyen ¢ kolcsondsen egyértelml miivelettartd leképezés az elso test-
bdl a masodikba. Az el6z6 (2.2.21.) Feladatot az additiv csoportra alkalmazva azt kapjuk,
hogy ¢(0) = 0. Mivel ¢ kolcsondsen egyértelmdi, ebbdl kovetkezik, hogy a nem nulla
elemek halmazat a nem nulla elemek halmazara képzi, és igy hasznalhatjuk ezt a feladatot
még egyszer, most a multiplikativ csoportra. Az eredmény az, hogy ¢(1) = 1. Ismét az
el6z6 feladat szerint ¢ az ellentettképzést is tartja, €s igy ¢(—1) = —1 is teljesiil. Ezutidn

alkalmazzuk ¢-t az i = —1 dsszefiiggésre. Azt kapjuk, hogy
—1 =91 = ¢(®) = ¢()*.

Tehét az u = ¢(i) négyzete —1. De ilyen u nincs az a + b+/2 alakd szamok kozott, hiszen
ezek valdsak.

22.23. Az (ay+- - -+ ar) + (k41 + - - - +a,) = ay +- - - + a képletet nyilvan elfogadjuk.
Hak =n—1,akkoraz (a1 +- - -+a,—1)+x = a1+ - - +a, Osszefiiggésbdl nyilvin x = a,,,
vagyis az egytagu a, Osszeget ugy érdemes értelmezni, hogy az egyetlen tagjaval, a,-nel
egyenld. Ha viszont k = 0, akkor az (a1 +- - - +a,)+x = a;+- - -+a, Osszefliggést kapjuk,
ahol x most az iires Osszeg (egyéltaldn nincs tagja). De ebbdl az egyenletbdl vilagos, hogy
x = 0, vagyis az iires Osszeget nulldnak érdemes definidlni. Ha ugyanezt 6sszeg helyett
szorzéssal irjuk fol, akkor az deriil ki, hogy az iires szorzat értékét 1-nek érdemes venni.

Az iires Osszeg és szorzat fogalma els6 ranézésre erdltetettnek tlinhet. Ugyanigy érezhet-
tek az emberek akkor is, amikor el8szor fogadtdk el a nullat szamnak, vagy az tires halmazt

o~ 2

halmaznak. 1dérdl idére latni fogjuk, hogy az iires 6sszeg és szorzat fogalma is rengeteg
felesleges esetszétvélasztist, extra megegyzést fog megspdrolni.

2.3. A polinomok alaptulajdonsagai.

2.3.1. Legyen

n J4

fO) =) aixi, gx)=) bixi, h(x)=) cix;.

i=0 i=0 i=0
Az 6sszeadds és a szorzds szabdlyai szerint x* egyiitthat6ja f (g + h)-ban

Y ailbj +c))

i+j=k

Z a,-bj + aicj .

i+j=k

fg + fh-ban pedig

Lathatjuk, hogy ez a két 6sszeg egyenld.
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2.3.2.

(1) Nem alkotnak részgyfiriit, az 6sszeadds kivezet, példaul x?° + x és —x2 is pédros
foku, de az Osszegiik x, ami paratlan foku. (Azok a polinomok, amelyben minden
nem nulla egyiitthat6ju tag kitevGje paros, részgyfr(t alkotnak, de az egy madsik
feladat.)

(2) Nem alkotnak részgyfirtit, az (1)-beli példa szerint az 6sszeadas innen is kivezet.

2

2.3.3. Nem alkotnak gyfir(it. Az egyetlen tulajdonsdg, ami nem teljesiil, a baloldali diszt-
ributivitds: f o (g +h) = fog+ f oh. Példdul ha f(x) = x2, g(x) = x és h(x) = 1,
akkor x2-be x + I-et helyettesitve (x + 1)? adédik, ami nem egyenls x2 + 1%-nel.

2.3.4. Jeldlje a az a € Z maradékat mod m. Legyen f(x) = ao + aix + -+ + a,x" és
h(x) = co+ c1x + - - - 4+ cux™. Ekkor f h-ban az x*-os tag egyiitthatéja

aog Cx +---+ax o,

az fh-ban az x*-os tag egyiitthatéja pedig

apck + - -+ agcop .

Ez a két egyiitthato tényleg egyenld, hiszen a feliilvonas leképezés Osszeg- €s szorzattarto
(1.1.3. Allités). Belattuk tehat, hogy f h = fh. Hasonl6an, de egyszeriibb szamolassal
igazolhatd, hogy f +h = f + h.

2.3.5. Ez az el6z06 gyakorlat dltaldnositdsa, és a megoldds is ugyaniigy megy, csak ¢ helyett
mindentitt ¢(c)-t kell {rni.

2.4. Polinomfiiggvények és gyokok.
24.1. Legyen f(x) =ap+aix +---+apx"és g(x) =co+cix +---+ cy,x". Ekkor
(f +8)7%(b) = (ao + co) + (a1 + c)b + - -+ + (an + )",

fr®) +8*0) = (ao+aib+ -+ +ad") + (co+ cib+ - +cub").
Ez a két 6sszeg nyilvan egyenld. Hasonldan, bér picit bonyolultabb szamolassal igazolhat6
az (fg)*(b) = f*(b)g*(b) Osszefiiggés is.

2.4.2. Jelolje B a Horner-elrendezés utolsé celldjaban szerepld bcg + ag értéket (amirdl
meg kell mutatnunk, hogy f*(b)-vel egyenld). Beszorzassal, és x szerint rendezve:

(x = B)(Cno1 X"y x4 +ejixd - tex )+ B=
:cn_lx”—i—---—l—(cj_l—bcj)xj+~--+(co—bc1)x—bco+B.

A Horner-elrendezé€s tabldzatabol tudjuk, hogy ¢, = a,, tovabbd c;_; — bc; = a; (ha
1 < j < n), és végill —bcy + B = ap. Tehat tényleg az eredeti f polinomot kapjuk. A b-t
behelyettesitve pedig f*(b) = B adddik (hiszen x — b nullava valik).
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2.4.3. Mivel egy gyoktényezd foegyiitthatdja 1, ami soha nem lehet nullosztd, gyokté-
nyezdvel val6 szorzaskor a fokszdm mindig eggyel n6. Tehét az igaz nullosztémentesség
nélkiil is, hogy ha f(x) = (x —by) ... (x —bg)q(x), akkor k < gr(f). Csak az nem biztos,
hogy minden gyok szerepel az itt felsoroltak kozott (amire mutattunk is példat).

244.

(1) Ezekbdl (egyszerre) kiemelhetd az n — 1 darab (x — a;) gyoktényezd mindegyike,
ahol i # j. Mivel a polinom n — 1-edfokd, mér csak egy konstans maradhat.
(2) Az aj-t behelyettesitve e konstans €rt€két meghatarozhatjuk. Az eredmény:

x—ay)...x—aj—)x—aji1)...(x —ay)
(aj—ay)...(aj—aj_1)a; —aji1)...(aj —ayp) '
Ezek a Lagrange-féle alappolinomok.
(3) f(&x) =byfi(x)+---+b, fu(x) 0 lesz. Haugyanis a -t behelyettesitjiik, akkor egy
kivétellel az 6sszeg mindegyik tagja nullavd valik (hiszen f;(a;) = O hai # j),
a megmarado tag pedig b; f(a;) = b; lesz, hiszen f;(a;) = 1.

fi(x) =

2.4.5.
() Mivel (f + g)(aj) =b; = f(aj), ezért a g polinomnak gyoke az ay, az, ...a,—1.
De g fokan — 1, ezért
gx)=c(x—ap)...(x —ap_1)

alkalmas ¢ konstansra.
(2) A by-et behelyettesitve

bn - f(an)

(apn —ay)...(ap —apn—1)

CcC =
adodik.
2.4.6. A Horner-elrendezés tablazata a kovetkezd lesz:
| 1[0 [—4]1[-1]0]4
tl2foft]r1]2][s
Ezért a 2 nem gydke f-nek, és f(x) = (x — 2)(x +2x* + x> +x +2) + 8.
24.7. Ha f(x) = a,x" + - - - + aop, akkor

2

fO) = f*b) =) ajx) —b).
j=0

A zér6jelben 4ll6 kifejezések mindegyikébdl kiemelhetd (x — b), és ami marad, az x-nek
egy polinomja lesz.
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2.4.8. Akkor és csak akkor, ha m Osszetett szdm. Ha ugyanis m = ab, ahol 1 < a,b < m,
akkor az ax elsd6fokd polinomnak (legaldbb) két gyoke van: a 0 és a b. Ha viszont m
primszam, akkor Z,, nullosztémentes (2.2.15. Allitas), és igy a 2.4.5. Tétel miatt minden
polinomnak legfeljebb annyi gyoke van, mint a foka.

2.4.9. Legyenek a test elemei ay, .. ., a,. Ekkor az
x—ay)...x—ay) +1

polinomnak nyilvédn nincs gyoke ebben a testben. (Az 1 a test egységeleme, de barmelyik
nem nulla elemet frhatnank a helyére.)

2.4.10. Az eredmény (1/ Dx3 -3 /2)x2 + x + 3 (példaul Newton-interpoldcidval).

2.4.11. Legyen f egy n-edfokd polinom, amely minden raciondlis helyen raciondlis ér-
téket vesz fol. Vdlasszunk ki n + 1 raciondlis helyet barhogy, példaul az 1,2,...,n 4+ 1
helyeket, és készitsiik el azt a g interpolédcids polinomot, amely ezeken a helyeken ugyanazt
az értéket veszi fol, mint az f. Persze a g raciondlis egyiitthatds (ez példaul a Lagrange-
interpolaciondl hasznalt képletekbdl latszik, de elegansabban azt mondhatnank, hogy mivel
Q test, ezért Q folott elvégezhetd az interpolacid, és az eredmény persze Q[x]-beli.) Ekkor
f és g két legfeljebb n-edfokd polinom, amelyek n + 1 helyen megegyeznek. A polino-
mok azonossagi tételét (2.4.6. Kovetkezmény) a komplex test folott alkalmazva azt kapjuk,
hogy f = g, tehat g is raciondlis egyiitthatos.

A madsodik allitds nem igaz, példdul x(x + 1)/2 nem egész egyiitthatds, de egész helyen
egész értéket vesz fol, hiszen két szomszédos egész szdm koziil az egyik mindig paros.
Tetsz6leges k-ra van ilyen k-adfokd polinom is, példdul az

xx—=1)...(x —k+1)
k!

,,binomidlis egyiitthat6”.

2.4.12. Mivel f(14) = 440, az f-et kereshetjiik (x — 14)g(x) + 440 alakban, ahol g is
egész egylitthatds polinom. A maésik két feltételt behelyettesitve dtrendezéssel g(10) = 10
és g(18) = 20 adddik. Innen akdr az a — b | g(a) — g(b) Osszefiiggést felhaszndlva
(2.4.7. Gyakorlat), akér g-t (x — 10)h(x) + 10 alakban felirva a 8 | 10 ellentmondds adé-
dik. Ilyen polinom tehit nem létezik. Megjegyezziik, hogy a kovetkez6 feladat dllitadsa
segitségével is megmutathatd, hogy nincs ilyen polinom.

2.4.13. Legyen f egész egyiitthatds polinom, amelyre f(a;) = b;,hal <i < n, ahol az g;
szamok paronként kiilonboz6 egészek (és igy b; is egész). Jelolje fi azt az (egyértelmiien
meghatarozott) legfeljebb k — 1-edfoku polinomot, amely f-etazay, ..., a; helyeken inter-
polalja. Azt kell megmutatnunk, hogy f, egész egyiitthatds. Ehhez k szerinti indukcidval
belatjuk, hogy fi egész egyiitthatos.

Ha k = 1, akkor f] a konstans b; polinom, ami tényleg egész egyiitthatds. Tegyiik fel,
hogy fr—1 egész egyiitthatds, be kell latnunk, hogy fi is az. Az interpolacids polinom
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egyértelmiisége miatt fi-t felithatjuk a Newton-interpolacio segitségével is:

i)=& —a))...(x —ag—1)c + fi—1(x),

ahol a ¢ szdmot az a; behelyettesitésével kapjuk meg:

by = flax) = filax) = (ax —ar) ... (ax — ag—1)c + fr—1(a) .

Ha meg tudnank mutatni, hogy ebbdl az egyenletbdl c-re egész szam adddik, akkor készen
lennénk. Azonban

f) = ficix) =& —ay)...(x —ax-1hx),

ahol & egész egyiitthatds polinom, hiszen f(a;) = b; = fr—1(a;) hai < k, és igy a; gyoke
f(x) — fr—1(x)-nek. Ebbe az egyenléségbe x helyére ai-t helyettesitve latjuk, hogy az
(egész) c = h(ay) érték megfelel a kivanalmaknak.

2.4.14. Legyenr # Oeleme R-nek. Ha f € R[x]olyan, hogy f(0) = 0és f(r) = 1, akkor
az f(x)-bdl az x — 0 gyoktényezot kiemelve f(x) = xg(x) adddik. Ide r-et helyettesitve
azt kapjuk, hogy 1 = rg(r), azaz g(r) inverze r-nek.

2.4.15. Az, hogy az R — R fiiggvények kommutativ gy(r(t alkotnak a pontonkénti dssze-
addsra €s a szorzdsra, konnyen ellendrizhetd (és késobb lesz réla szo, amikor a gydrtk
direkt szorzatét targyaljuk). Az azonossdgok azért teljesiilnek, mert minden egyes r behe-
lyettesitésekor teljesiilnek a kapott értékekre. Példaul az f(g + h) = fg + fh disztributiv
szabdly igazoldsdhoz azt kell megmutatni, hogy e két fiiggvény minden » € R helyen meg-
egyezik. A pontonkénti 0sszeadds €s szorzds definiciéja miatt ez azt jelenti, hogy

F)(g(r) +h() = f(g(r) + fhr),

ami valdban teljesiil, hiszen R gy(irli. A nullelem a konstans nulla fiiggvény, az ellentett
pedig a pontonkénti ellentett:

(=) =—f(r).
Az egységelem a konstans 1 fliggvény lesz.

Az R azért nem nullosztomentes, mert ha a (legaldbb kételemii) alaphalmazat két részre
osztjuk, az f fiiggvény az elsd részen nulla, és a masikon nem, a g fiiggvény pedig a masik
részen nulla, és az elsdén nem, akkor fg mar azonosan nulla lesz. Az (1) 4llit4s tehat igaz.

A 2.4.1. Gyakorlat szerint

[+ D) =f"D)+g"®) &  (f9) D)= fb)g"®),
ami maga a (3) éllitas. De ez azt is jelenti, hogy
(f+o'=f"+g" &  (fo)'=["g",
ahol a két egyenldség baloldaldn polinom-miiveletek, a jobboldalukon pontonkénti miive-

letek dllnak. Igy az f +— f* leképezés 6sszeg- és szorzattartd (ami a (4) allitds). Innen
az is latszik, hogy a polinomfiiggvények halmaza zart a pontonkénti miveletekre. Nyilvan
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a nullapolinomhoz az azonosan nulla fiiggvény, a konstans 1 polinomhoz pedig az azono-
san 1 fiiggvény tartozik, és a (— f)* az f* pontonkénti ellentettje. Igy a polinomfiiggvé-
nyek részgylriit alkotnak az R — R fiiggvények gylirijében, amely az egységelemet is
tartalmazza, és ezzel a (2) allitast is belattuk.

2.4.16. Alljon S azokbdl a fiiggvényekbdl, melyeknek a 2 szdm gyoke. Ez a 2.2.10. Fela-
datbeli tulajdonsdgok (azaz az Osszeaddsra, szorzésra €s ellentettképzésre valo zartsag) el-
lendrzésével konnyen ldthatéan részgytird. E részgylirl egységeleme az a fliggvény, amely
a 2 helyen nullét, a tobbi helyen 1-et vesz fol. Ezzel szemben R egységeleme a konstans 1
fliggvény.

Legyen most R nullosztomentes gy(irli, melynek egységelemét e jeloli, €s S egység-
elemes részgy(lri, melynek egységeleme legyen f. Mivel az egységelemes gylrik koziil
kizartuk a nullgydrt, f # 0. Nyilvan ff = f = fe (az els6 egyenl6ség azért igaz, mert
f egységelem S-ben, a mdsodik pedig azért, mert e egységelem R-ben). Az egyszerisitési
szabdly (2.2.11. Gyakorlat) miatt innen e = f.

2.5. A gyoktényezos alak.

2.5.1. Mivel szorzéaskor a fokszdmok 6sszeadddnak, egy konstans foka nulla, egy gyokté-
nyezd foka pedig 1, ezért a gyoktényezdk szama tényleg a polinom foka lesz (ezt a gondo-
latmenetet mar hasznaltuk a 2.4.5. Tételben, 14sd a 2.4.3. Gyakorlat megoldasat is).

A c konstans kiszamitdsdhoz haszndljuk fol, hogy polinomok szorzatdnak fétagja a f6-

tagok szorzata. fgy a gyoktényezds alakot beszorozva a fétag ¢ - x - x - ... - x = cx” lesz.
Vagyis c tényleg a féegyiitthato.

2.5.2. Legyen r # 0 eleme R-nek. Ekkor az rx — 1 polinom els6foku, és ezért van gyoke,
ami nyilvan r inverze lesz. Tehdt minden nem nulla elem invertalhato.

2.5.3. Tegyiik fel, hogy (x — b)kg(x) = (x — b)"h(x), ahol sem g(b), sem h(b) nem
nulla. Mivel az x — b nem a nullapolinom, egyszertsithetiink vele a 2.2.9. Feladat szerint.
Ha k < m, akkor tehat g(b) = (x — b)"kp(x) marad, ami nem lehet, mert g-nek b nem
gyoke. Ugyanigy zdrhatd ki a k > m lehetOség is. Tehat k = m, azaz k egyértelmiien
meghatdrozott.

Ha ezutdn f-et kanonikus alakban {rjuk fel:
fO) =cle —dp) 1 (x —d) .. (x —d),

akkor a d; tényleg k j-szoros gyok lesz az j €rtelemben is, hiszen (x — d j)kf kiemelhetd,
a megmarad6 polinomnak pedig a d; mar nem gyoke (a nullosztomentess€g miatt).



11.2. Polinomok 227

2.54. Az (x — b1)(x — by)(x — b3) beszorozva és rendezve az
x> — (b1 + by 4 b3)x* + (biby + bibs + byb3)x — bibaby

alakot 6lti. Az (x —b1)(x — by)(x —b3)(x — bs) beszorzasét a 2.1.4. Gyakorlat felhasznél4-
saval végezziik el. Mindegyik zar6jelbdl egy tagot kell valasztanunk, ezeket 6sszeszorozni,
és a kapott szorzatokat 6sszeadni. Rogton rendeziink is x hatvdnyai szerint.

Az x* csak gy keletkezhet, ha mindegyik zar6jelbdl x-et vdlasztunk. Egy ilyen tag van,
amelynek tehét az egyiitthatéja 1. Az x3 akkor keletkezik, ha harom z4réjelb&l vélasztunk
x-et, a negyedikbdl tehat —b -t kell védlasztanunk. Ez négyféleképpen lehetséges, €s igy x3
egyiitthat6ja

—(b1+by+b3+by).
Az x? gy keletkezhet, hogy két zarGjelbsl x-et, a masik kettébsl —b j-t vdlasztunk. Négy
z4r6jelbdl kettSt hatféleképpen lehet kivalasztani, tehat hat ilyen tag lesz. Az x? egyiittha-
tdja tehat
b1by 4 b1b3 + b1bs + babs + barbs + b3by
(az eldjel persze +, hiszen (—b;)(—b;) = b;b;). Az x gy keletkezik, hogy hdrom zardjel-
bol vélasztunk —b;-t, tehat x egyiitthatdja
b1b2b3 + b1babs + b1b3bs + babsby .
Végiil a konstans tag esetében mindegyik zdrdjelbol a —b j-t valasztjuk, tehat ez b1brb3by.

2.5.5. Az x* = 4 egyenlet gyokei a —4 szam negyedik gyokei. Ezeket mar meghati-
roztuk az 1.5.5 (2) (s6t az 1.2.9.) Gyakorlatban, az eredmény +1 + i lett. Mivel x* + 4
foegyiitthatdja 1, a gyoktényezds alak a kovetkezd:

Hta=1 (- A+D))(x = A =D)(x = (=1 +D)(x = (=1 =1).

A beszorzist iigyesen elvégezhetjiik, ha felhaszndljuk az (a — b)(a + b) = a® — b?* azo-
nossagot. Az els6 két tényezd szorzata ugyanis

x—1-Dx—14i)=x-1D>=-i’=x>-2x+2.
Ugyanigy kapjuk, hogy a masodik két tényezs szorzata x> + 2x + 2. Tehat
4= -2+ 2P +2x +2)

valds (s6t egész) egylitthatds polinomok szorzatdra valé felbontés. (Az, hogy az i kiesett,
azon mult, hogy ligyesen parositottuk a gyoktényezdket: minden gyokot a konjugdltjaval.)
Folytassuk most a beszorzast, djra felhasznédlva az (a — b)(a + b) = a? — b? azonossagot:

(2 =2x 4+ +2x+2) = (2 +2)2 - 2x)> =x*+4.

Tehét tényleg visszakaptuk az eredeti polinomot.
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2.5.6. Az x — 1 gyoktényezd kiemelése utdn maradé polinom a Horner-elrendezés alsé so-
raban taldlhat6. Erre ismét a Horner-elrendezést kell alkalmaznunk, és ezt addig folytatjuk,
amig az 1 mér nem lesz gyok. Ezért a legegyszeriibb egy tdblazatot késziteni tobb sorral:

L [-1]0|-1|1] x*-x*-x+1=

110 ]0 =10 =@x-D&*-D=

1|11 ]1|[o] =(x— DX 4x+1).
1

1 2

Mivel a tdbldzat utolsé sora szerint x> 4+ x + l-nek az 1 mar nem gyoke, ezért az eredeti
polinomnak az 1 pontosan kétszeres gyoke.

2.5.7. A polinomok azonossagi tételének (2.4.6. Kovetkezmény) a bizonyitasat modositjuk.
Legyen f és g a két polinom. Ekkor f — g-bdl kiesik a fotag, és ezért ez a kiilonbség
legfeljebb n — 1-edfoku. De legaldbb n gyoke van, és igy csak a nullapolinom lehet.

2.5.8. Emeljiik négyzetre a 01 = x1 + - - - + x,, 0sszeget. Ekkor (a 2.1.2. Gyakorlat szerint)
egy olyan Osszeget kapunk, amelynek tagjai az 0sszes lehetséges x;x; szorzatok. Hai = j,
akkor ez xiz, ezek egyiitt a keresett négyzetosszeget adjak. Ha i/;é J» akkor viszont x;x; és
xjx; 1s szerepel, tehat az ilyen tagokbol o, kétszeresét kapjuk. Igy végiilis
xt4 -4 x2=0f 20, (han=>2).
Ezt az Osszefiliggést dltalanositjuk majd a 2.7.4. Tételben.
2.5.9. Alkalmazzuk a gyokok és egyiitthatok dsszefliggését (2.5.5. Kovetkezmény). Ha
f(x) = 2%+ 2x +3= a4x4 —|—a3x3 +a2x2 +aix +ap,

akkoraq =2,a3 =ap =0,a; =2 és agp = 3. Ezért

o1 =bi+by+b3+by=(=1'as/as =0,

02 = biby 4 bibs + b1by + baby + baby + b3by = (—1)?az/as = 0,

03 = b1byb3 + bibaby + bibsbs + bybsby = (—1)%ay Jas = —1,

o4 = bbby = (—1)*ag/as = 3/2.

Tehat a gyokok oOsszege nulla, szorzata 3/2 négyzetosszege az el6zd (2.5.8.) Gyakorlat
szerint 012 — 207 = 0, végiil a gyokok reciprokainak dsszege
1 1 1 1 b1byb3 + b1bybs + b1b3bs + byb3by 03 2

b b e T brbabiba o 3

Megjegyezziik, hogy fel tudunk irni kozvetleniil is egy olyan polinomot, aminek a gyokei
az f polinom gyokeinek reciprokai, ez

gx) =xF1/x)=3x" +2x3 +2
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lesz. A f(x) polinom gydkei reciprokainak 6sszegét tehdt a g(x) polinombdl mint a gyokok
0sszegét olvashatjuk le.

2.5.10. Az x" — 1 polinom f6egyiitthatdja 1, gyokei pontosan az n-edik egységgyokok, és
ezért valéban

Xt—1l=x—-¢€1)...(x —g,).

Specidlisan x* — 1 = (x — 1)(x — i)(x + D(x +1).

Az n-edik egységgyokok Osszegét, szorzatat és négyzetdsszegét mar meghatiroztuk az
1.5.13. Gyakorlatban, a mostani eszkoztarunk azonban gyorsabb megolddst kindl. Az
€1...&y szorzatot a gyokok és egyiitthatok Osszefiiggése (a 2.5.5. Kovetkezmény) fel-
hasznéldsdval megkaphatjuk az x" — 1 polinomb6l. Ennek a polinomnak a konstans tagja
ap = —1, féegyiitthatéja a, = 1, és igy

E1...&n=0u(e1,...80) = (=D)"ap/ay = (=1)" - (=1)/1 = (=)}

(s6t ez a 0 behelyettesitésével is azonnal adédik). Ugyanigy olvashaté le az e; + - - - + ¢,
osszeg az x" — 1 polinomban az x"~!-es tag a,_| egyiitthat6jardl:

g1 4+ ey =01(e1,...80) = (—D'ay_1/ay.

De a,—1 = Ohan > 2 (és igy az n-edik egységgyokok Osszege is nulla ilyenkor), ha
viszont n = 1, akkor ez az egyiitthaté6 —1, és ekkor eredményiil (=D (=1) = 1 adédik.
Végiil a gyokok négyzetosszegének kiszamitadsdhoz a 2.5.8. Gyakorlatot hasznaljuk fel. Az
x" — 1 polinomban az x"~2-es tag a,_» egyiitthatéja nulla ha n > 2, ezért o5 (g1, . .. &,) is

nulla, és igy
8%+~-+85=012—202=0.

Ha n = 2, akkor az eredmény 2 lesz (ami kozvetleniil is vildgos: 12 + (—1)% = 2). Végiil
n = l-re a négyzetosszeg 12 = 1 (ekkor mar a o nincs is értelmezve).

Végiil (4) igazolasdhoz helyezziik el a sokszoget ugy, hogy csuicsai pont az n-edik egy-
séggyokok legyenek, és az ¢, = 1-hez tartozo csticsbdl huzzuk meg az atlokat. Mivel két
pont tdvolsaga a kiilonbségiik abszolut értéke (1.4.3. Gyakorlat), és ¢, = 1, ezért az

(I =epnl-...- 1A = éen-1)l
szorzatot kell kiszamitani. Az ismert azonossag (a mértani sor dsszegképlete) szerint
XM=1=@—=-DE""+ x4+ 1)

Ezt vessiik 0ssze az x" — 1 gyoktényezds alakjdval, és egyszerdsitsiink az x — 1 polinommal
(ezt szabad a 2.2.9. Feladat szerint, hiszen x — 1 nem a nullapolinom). Azt kapjuk, hogy

x—¢61)...(x—gp_)=x"T4. . Fx+1.

Az x helyébe 1-et helyettesitve, és mindkét oldal abszoltt értékét véve az allitast kapjuk
(hiszen az abszolut érték szorzattartd).
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2 2

Nem osztottunk ebben a bizonyitdsban nulldval? Hiszen x — 1-gyel egyszer(sitettiink, és
ezutan x helyére 1-et irtunk. Tobb ismert tréfds gondolatmenetben hasonl? triikkel ellentmon-
dast lehet kihozni!

A vélasz az, hogy az x — 1 polinommal egyszertsitettiink, ami nem a nullapolinom, vagyis
C[x] nullosztomentességét hasznéltuk fel. De érdemes mashogy is meggondolni ezt a prob-
lémat. A fenti gondolatmenet mintéja az, hogy az

@@ =1 =g)x—1)

polinomegyenl8ségbdl kovetkeztettiink arra, hogy f(1) = g(1). Ha polinomfiiggvényekkel
akarunk szamolni, akkor annyi biztosan igaz, hogy f*(b) = g*(b) minden b # l-re. Az
f és g polinomokhoz tartoz6 polinomfiiggvények tehat végtelen sok helyen megegyeznek
(minden b # 1 komplex szdmra), és igy az f és g polinomok az azonossigi tétel miatt
egyenlok (egyiitthatorol egyiitthatéra), vagyis mar a b = 1 helyen is egyenldk.

Ez a gondolatmenet komplex felett miikddik, de véges testek folott nem biztos, mert annak
a testnek esetleg kevesebb eleme van, mint a szerepld polinomok foka. Az elsé gondolatme-
netiink, amikor x — 1-gyel egyszersitettiink, ennyiben jobb: az minden test folott miikodik.

2.5.11. Nem. A legegyszertibb ellenpélda az, hogy a Z, test folott az x* polinomokhoz
k > 1 esetén ugyanaz a polinomfiiggvény tartozik: az identikus leképezés. Ezen polinomok
esetében a 0 gyok multiplicitdsa mds és mds. Tehat a polinomfiiggvény nem hatdrozza meg
a gyokok multiplicitasat (hanem csak a gyokok halmazat).

2.6. Tobbhatarozatlani polinomok.

2.6.1. A 2.1.2. Gyakorlat szerint szorozzuk Ossze az f és g polinomokat, azaz minden
tagot minden taggal. Ha f egy i-edfokd P tagjit g egy j-edfokd Q tagjdval szorozzuk,
akkor a P Q eredmény nyilvan i + j-ed foku lesz. Azokat a P Q tagokat keressiik, amikor
i+ j =k, tehdt j = k —i. Az i-edfoku P tagok az f;-ben vannak 6sszegytijtve, ezeket
tehat a g polinom k — i-edfoku tagjaival, azaz g;_;-vel kell megszorozni, hogy k-adfoku
tagokat kapjunk.

Legyen f foka n, és g foka m. Ekkor az el6z6ek szerint fg-ben nincsen m + n-nél
magasabb foku tag, az m + n-edfoku tagok pedig az f,g,, szorzat tagjai. Azt kell tehét
megmutatni, hogy f,g. # 0. Ez azonban vildgos, hiszen a 2.6.2. Allits szerint a tobbha-
tarozatland polinomok szorzdsa nullosztomentes.

2.6.2. El6szor egy konkrét példat mutatunk.
f(x1,x2,x3) = x1x§ — X1X2X3 — 3x§ + x% + 2x12 + x1x2x33 .
Els6 1épésben x; szerint rendeziink:
(=3x3 + x3) + (x5 — x2x3 + X,%3)x + 2x7 ,
majd a zardjeleken beliil x;, szerint:

(x32 — 3x§’) + ((—X3 + xg’)xz +1 'xg)xl + 2x12 ,
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és a legbelsd zardjelben mér x3 szerint is rendezve van a polinom. Beszorozva, de a sor-
rendet nem megvéltoztatva a kovetkez6t kapjuk:

x% - 3x§ — X1X2X3 + xlxzxg + x, x5+ 2x7.

Ez pedig tényleg a lexikografikusan névekvé sorrend.

Az al4bbi éltaldnos gondolatmenetet a fenti példan érdemes nyomon kovetni. Tegyiik
fel, hogy az eredeti polinomnak tagja P = rx, Thoxmés Q = sx]lCl . xﬁ", és ezek
koziil az els6 a lexikografikusan kisebb, azaz van olyan J index, hogy m; = k; minden
i < jesetén, de m; < k;. (Gondoljunk a fenti példaban az x]xzxg’ és az xlxg tagokra.)
Amikor a polinomot el&szor x| hatvinyai szerint rendezziik, akkor mind P-bdl, mind Q-
bol x'f11 -et emeliink ki, és ami megmarad, az az x;'“ egyiitthat6jdban fog szerepelni (a fenti
példaban ez az egyiitthat6 xg — X2X3 -|—x2x§’ ). Mostant6l kezdve mar csak ezt az egyiitthat6t
vizsgéljuk, és x, hatvéanyai szerint rendezziik. Egészen addig ,.egylitt marad” P és O, amig
el nem ériink az x ; szerinti rendezéshez (a fenti példdban j = 2). Ennél a 1épésnél a P-nek

megfeleld tag az X; i egyutthatojaba keriil (jelolje ezt az egyiitthatét p, a fenti példaban
mi=1,p=—x3 + x3, ebben a P-nek megfeleld tag x3, hiszen P = x x2x3) a Q-nak
megfelel6 tag pedlg az x / egyiitthatéjdba (jeldlje ezt ¢, a fenti példaban k ; i=4q9=1,

hiszen Q = x x2 1). Mlvel m; < kj, a p egyiitthatot irjuk le ,,el6bb”, vagyis a g-hoz
képest a ,,baloldalra”. Amikor a még magasabb indexi véltozok szerint rendeziink (a fenti
példdban az x3 szerint), akkor mar a p €s g egyiitthatokon beliil cserélgetiink csak, tehit P
és Q sorrendje mar nem valtozik meg.

2.6.3. A homogén komponensek a kovetkezok:
pPs = ix1x2x3x2 — xlzxg’ + 2x12x2x3x4 — 6x12x%x4 — xlzxgx3 + J'rxlzx;J
3
P4 = 3x7x,
P1=Xx4,

itt ps tagjai mar lexikografikusan nov6 sorrendben vannak felirva. A p polinom f6tagja

3x13x2, ezért p’ f6tagja 37x121x; Viszont p’ foka7-5 = 35, ésigy a legnagyobb fokli tagok

kozott a lexikografikusan legnagyobb a 2.6.1. Gyakorlat szerint (JTX )7 =n'x 1 x%' lesz.

2.64. Legyen f € R[xi,...,x,]. Ebbe a polinomba n darab R-beli elemet akarunk
behelyettesiteni: x; helyére b;-t, ahol 1 <i < n. Ezt réviden ugy fogjuk mondani, hogy az
f polinombaab = (by, ..., by)-et helyettesitjiik be, ezeknek az R-beli elem-n-eseknek a

halmazat R" jeloli majd, és b;-t a b ,,pont” i-edik koordindtdjanak nevezziik (az elnevezés
és a szemlélet persze a geometridbdl szarmazik).

Az R[xy,...,x,] = R[x1,...,x,—1][x,] definici6 szerint tetsz6leges n-hatdrozatland
polinom

f=go+gxn+ - +gxk
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alakban irhato, ahol go, ..., gr € R[x1,...,x,—1]. Az f(by, ..., by,) értékét tehit n sze-
rinti indukciéval definidlhatjuk, azaz feltehetjiik, hogy n — 1-véltozds polinomba mér be
tudunk helyettesiteni. Eszerint az a; = g; (b1, ..., b,—1) méar ismert. Legyen

f) =ao+aib, + -+ abt .

Az olvasét arra biztatjuk, hogy a pontonkénti miiveletek 2.4.2. Definicidjat altaldnositsa
tobbvaltozods fiiggvényekre is, és vizsgdlja meg, hogy a 2.4.15. Gyakorlat allitasai érvény-
ben maradnak-e tobbvaltozos polinomokra.

2.6.5. Legyen T test, az el6z6 gyakorlatban bevezetett jeloléseket haszndljuk. Adottak

tehat az al, ..., ak € T" paronként kiilonb6z6 ,,ponjtok”, és aby,..., b értékek. Olyan
f € T[xy, ..., x,] polinomot keresiink, amelyre f(a') =b;,hal <i <k.

A Newton-interpolaciét modellezziik, azaz k szerinti indukciét alkalmazunk. Egy pont
esetében nyilvan jol interpoldl egy konstans polinom. Tegyiik fel, hogy van olyan f, ami
mdr az els6 k — 1 helyen a megadott értéket veszi fol. Ha taldlunk olyan g polinomot,
amelyre g(a’) =0,hal <i <k — 1, de g(a*) # 0 akkor az f + cg nyilvdn megolddsa a
feladatnak, ahol ¢ = by /g(a%).

Mivel az alappontok kiilonbozok, az a* = (a’l‘, R a,]fl) és al = (ai, R afl) sem
egyenld, azaz valamelyik koordinétdjuk kiilonbozik. Jelolje a megfeleld indexet u (i), tehat
akkor tudjuk, hogy ai @) #* a’; )" Behelyettesitéssel azonnal lathatjuk, hogy

k

1 k—1
g(.x], ceey xn) - (.xu(l) - au(l)) N (.xu(k_l) - au(k_l))

megfelel a kivanalmaknak.

2.7. Szimmetrikus polinomok.

2.7.1. A oy fotagja x1 ... xi (hiszen azok kozétt az n jegy(Q ,.telefonszamok™ kozott, ame-
lyekben k darab 1-es van, és a tobbi szdmjegy nulla, nyilvdn az a legnagyobb, ahol az
1-es szdmjegyek a legnagyobb helyiértékeket foglaljak el). Mivel szorzat fGtagja a ftagok

szorzata, ezért raf : szz ...oN fétagja

kydedky kodetk ko 14k
X2 X)) e xR (xn_lxn)k”*lx,]f” = rx11+ + 1x22+ thn .xn"_llJr ”xﬁ" )
2.7.2. Tegyiik fel, hogy m; > my > --- > m, nem igaz, hanem mondjuk m; < m 4

teljesiil valamelyik j indexre. Cseréljiik meg a f6tagban az x; és az x| véltozokat. Mivel
a polinom szimmetrikus, a kapott
my_mo mj—y Mmjyy mj  Mjio my
PXP Xy T X X X Xy Xy
is tagja a polinomunknak, de ez lexikografikusan nagyobb a f6tagnél, ami ellentmondés.
Ezért a f6tag kitevoi tényleg egyre kisebbednek.

. . ., kj <
Ha a polinom valamelyik tagjdban szerepelne egy x j’, ahol k; > my, akkor az x1 és x;

cseréjével olyan tagot kapnank, amelyben az x| kitevéje nagyobb m-nél. De ez lehetetlen,
mert akkor ez a tag lexikografikusan nagyobb lenne a fGtagnal.
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Ezek szerint valamennyi tagban valamennyi hatdrozatlan kitevdje legfeljebb m; 4 1-
féle lehet: O, 1, ..., m valamelyike. Ezeket a kitevoket fiiggetleniil valaszthatjuk minden
tagban, €s igy a tagok szdma tényleg legfeljebb (m| + 1)" lehet.

2.7.3. Igaz. Ha ugyanis két valtozot megcseréliink, akkor egy k-adfoku P tag egy szintén
k-adfoku Q tagba fog dtmenni. Mivel a polinom szimmetrikus, Q is tagja lesz, és persze
ugyanabban a homogén komponensben lesz, mint P. Tehét a k-adfokd homogén kompo-
nens is szimmetrikus.

2.74. Az x1x§x3 nem lehet tag, mert akkor a szimmetria miatt tag lenne xfx2x3 is, ami
a fotagndl lexikografikusan nagyobb. Tehdt minden kitevd legfeljebb 2 lehet (mint azt
a 2.7.2. Gyakorlatban is lattuk). Emiatt hatodfoku tag csak rx%x%xsz lehetne, de ez sem
szerepelhet, mert ez is lexikografikusan nagyobb lenne a f6tagndl. Vagyis minden tag
x]"'xy"?x3" alakd lesz, ahol az my, my, m3 kitevék mindegyike legfeljebb 2 (vagyis ha-
romféle), és az egyik legfeljebb 1. A tagok szdma igy maximum 3 - 3 - 3 — 1 = 26 lehet
(azért 1-et kell levonni, mert x%x%x% az egyetlen, ahol mindegyik kitev legfeljebb 2, de
egyik sem legfeljebb 1). Ilyen polinom létezik is, példaul adjuk Ossze 1 egyiitthatoval a
most leirt tulajdonsagu 26 tagot.
Az eljéras elso 1épése az, hogy le kell vonni a 012_2022_1031 = 0,03 tagot.

2.7.5. Az alaptétel bizonyitasdnak egyértelmiiségre vonatkoz6 része alapjan el6szor ki kell
szdmolni minden tagban a kitev6k 0sszegét, azaz a tagok fokat, és csak a legnagyobb foku
tagokat megtartani. Ezt mar megtettiik a 2.6.3. Gyakorlat megoldédsaban, ekkor a ps5 poli-
nomot kapjuk. A mésodik 1épésben ps minden tagjdban az x;, x3, x4 fokait kell dsszeadni.
Ennek legnagyobb értéke 4 lesz, és ezt csak egyetlen tagban, az ix1x2x3xf—ben érjiik el.

Amikor tehét x; helyére o;-t irunk, akkor i0102c73af fotagja (ami a 2.7.1. Gyakorlat szerint

5. 4.3 2 s i
X7 X5x3x7) biztosan nem fog kiesni.

2.7.6. A polinom fétagja x?x,, tehit els6 lépésben o7~ o, 0 = o10-t kell levonnunk.
Ehhez el kell végezni a 2.1.2. Gyakorlat alapjdn a 010, szorzast. Az eredmény x;x;xi
alaku tagok Osszege, ahol x;-t 01-bdl, x;x;-t 02-bol valasztjuk. fgy biztosan j # k. Ha
i kiilonbozik j-tdl is és k-t6l is, akkor o3 egy tagjat kapjuk, de hanyszor? Példaul az
x1x2x3 tag fellép ugy is, hogy xi-et valasztjuk o1-bdl, és xpx3-at 02-bol, de felléphet tgy
is, hogy 01-b0l az x,-t, vagy az x3-at véalasztjuk. Tehdt x;x;x3 (és minden ugyanilyen tag)
haromszor 1ép fel. A masik lehet6ség az, hogy i megegyezik j vagy k valamelyikével.
Most tehét azt kell megszamolni, hogy mondjuk az x1x§ hanyféleképpen kaphaté meg.
Latjuk, hogy ez csakis x2(x1x2) alakban keletkezhet (hiszen a o3-beli tagok két indexe
mindenképpen kiilonb6z6). Oddig jutottunk tehat, hogy

o100 =303+ f(x1,...,Xn).

fgy f(xl, e ,xn) = 0102 — 30‘3.
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Megjegyezziik, hogy a kapott képlet n = 2 esetén is érvényes, ha ekkor o3 értékét nulldnak
tekintjiik. Han = 1, akkor a feladatban lires 0sszeg szerepel, de a képletiink ilyenkor is helyes
(ekkor o> is nulla).

2.7.7. A reciprokosszeg 0,—1/0y (ezt kozos nevezdre hozdssal mar a 2.5.9. Gyakorlatban
lattuk az n = 4 specidlis esetben). A gyokok és egyiitthatok Osszefiiggése (a 2.5.5. Kovet-
kezmény) miatt az x" 4+ x + 1 polinom esetében o, = (—1)" és 0,1 = (=D 1, vagyis a
gyokok reciprokosszege —1.

A kobosszeg meghatarozasara két megoldast is mutatunk. Az elsé megoldasban koz-
vetleniil alkalmazzuk az alaptétel bizonyitdsdban tanult algoritmust. Mivel a kobosszeg
fétagja x>, elsd 1épésben a 013—'[ kell levonni bel6le. Emeljiik tehat kobre az (x1 + - - - + x,,)
Osszeget. Ezt a 2.1.4. Gyakorlat szerint ugy tehetjiik meg, hogy az x1, ..., x, koziil kiva-
lasztunk tetszéleges modon hdrmat, ezeket dsszeszorozzuk, €s a kapott szorzatokat 8ssze-
adjuk. Ilyenkor haromféle szorzat keletkezik. Az xi3 csak egyszer, az xl.zx i (ahol i # j)
haromszor (Ggy, mint x;x;x;, x;x;x;, X;x;x;), végik az x;x;x; (ahol az i, j, k paronként

kiilonb6z06) hatszor (az indexeknek ugyanis hatféle lehetséges sorrendje van). De az xl.zx ;

alaku tagok 0sszegét meghataroztuk az el6z6 feladatban. Ennek eredményét felhasznélva
o7 = 53+ 3(0102 — 303) + 603,
és igy s3 = 013 — 30102 4 303. Itt vigyazni kell az n = 2 esettel, amikor a képlet csak
abban az értelemben marad helyes, ha ilyenkor o3 értékét nulldnak tekintjik. Az x" +x + 1
polinombdl ennek alapjan leolvashatd, hogy a gyokok kobeinek 6sszege n = 2-re 2, n = 3-
raés 4-re —3,n > 5-re 0.

A masodik megoldasban a Newton-Girard formuldkat (2.7.4. Tétel) alkalmazzuk:

§3 — o152 + 0251 — 303 =0.

Tudjuk, hogy s1 = o1, tovabba akér a Newton-Girard formuldkbol, akér a 2.5.8. Gyakorlat-
bdl, hogy 52 = 012 — 20,. Ezeket behelyettesitve s3-ra az imént mar kiszamitott eredmény
adodik. A kobosszeget még egy harmadik médon is meghatarozzuk majd a 2.7.9. Feladat
megoldaséaban.

2.7.8. Az elsé keresett polinom nyilvan az
(x — a2) (x — bz)(x — cz) =x3 - (a2 +b% + 02)x2 + (azb2 +a*c? + b2c2)x — a’b*c?
lesz. Az x> + 3x + 1 polinombél a gyokdk és egyiitthaték Gsszefiiggése alapjan leol-
vashatjuk, hogy a + b + ¢ = 0, ab 4+ ac + bc = 3, és abc = —1. Ezért nyilvan
a’b*c? = (abc)® = 1, és a 2.5.8. Gyakorlat alapjan a> + b*> +¢* = 0> -2 -3 = —6.
Az a?b? + a®c? + b?c? meghatdrozasihoz ismét az alaptétel algoritmusat hasznaljuk fel.
A fétag a’b?, ezért els6 1épésben 022 = (ab+ac+bc)?-t kell levonni. De a négyzetosszeget
ki tudjuk szdmitani:
2 _ 232 22 322
(ab+ac+bc)" =a"b”+a“c” + b°c” — 2(abac + abbc + acbc) ,
és az utolsé tag nyilvan —2abc(a + b + ¢) = 0. A végeredmény tehat x3 4 6x2 +9x — 1.
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A masik egyenlet esetében is okoskodhatndnk hasonléan, de a szdmolds nagyon bonyo-
lult lenne. Vegyiik ehelyett észre, hogy a + b 4+ ¢ = Omiatta +b = —c, b+ ¢ = —a,
c+a=—b,ésezérta

gx) = +a)x +b)(x+c)
polinomot kell csak meghataroznunk. De tudjuk, hogy

(x—a)(x —b)(x —¢) = x> +3x + 1.
Ide x helyébe —x-et helyettesitve, és (—1)3-nel szorozva gx) = x3 4 3x — 1 adédik.

2.7.9. A 2.6.1. Gyakorlat szerint homogén polinomok szorzata is homogén, és szorzdskor a
fokok 0sszeadddnak. Ezért alk o a,f " is homogén, és foka kj + 2k + - - - +nk,. Amikor az
alaptétel bizonyitdsdban megadott algoritmust végezziik, akkor tehat mindig egy homogén
polinomot vonunk ki f-bdl, melynek a foka sziikségképpen annyi, mint f foka (hiszen
a levont polinomot dgy vdlasztjuk, hogy a f6tag mindig kiessen). Vagyis az eljardsban
végig olyan tagokat vonunk le, melyekre k; + 2k + --- 4+ nk, = k, és igy f tényleg
felirhat6 ilyen tagok Osszegeként. Ha f fOtagja x{"‘ ...x,", akkor végig minden valtozé
kitevoje legfeljebb m; = m lesz. A 2.7.1. Gyakorlat szerint alk ! ...o,]f”—ben x1 kitevoje
ki + ky + - -+ + kj,, ezért minden levont tagra fenn kell dlljona ky + ko +--- + &k, < m
egyenldtlenség is.

A most kapott képletek behataroljdk, hogy egy adott f felirdsakor az F polinomban mi-
lyen tagok szerepelhetnek egyaltaldn (persze f homogén komponenseivel kiilon-kiilon kell
elbanni). Illusztracidként ezzel a mdédszerrel is meghatarozzuk az s3 kobosszeg felirdsat az
elemi szimmetrikus polinomokkal.

Most tehdt m = 3 = k, ésigy k1 +2ko+- - - +nk, = 3 (tovdabba k1 +---+k, < 3,deez
kevesebbet mond ebben az esetben, mint az el6z4 feltétel). Mivel a k; egész szdmok, latjuk,
hogy k4 = --- =k, = 0, tovabba k3 < 1 (és ha k3 = 1, akkor k, = k1 = 0). Ugyanigy
kapunk korlatokat ky-re €s kj-re is, és a végén a kovetkezd lehetdségek maradnak:

§3 = ao3 + boro + 0013 ,

ahol az a, b, c egyiitthatok ismeretlenek. Ezeket azonban meghatdrozhatjuk alkalmas he-
lyettesitésekkel is. Ha x; helyére 1-et, a tobbi hatdrozatlan helyére nullat irunk, akkor

53-bol és o1-bdl 1 lesz, oy és 03 pedig nullava véalik. Ezért c = 1. Hax; = xp, = 1,és a
tobbi véltozo nulla, akkor s3 = 01 = 2,00 = 1,03 = 0, és igy a 2 = 2b + 8 egyenletet
kapjuk, ahonnan b = —3. Végiil x3-at is 1-re véltoztatva s3 = o1 =0 = 3,03 = 1,ésa

3=a—3-3-3427egyenletbdl a = 3.
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11.3. A polinomok szamelmélete

3.1. Szamelméleti alapfogalmak.

3.1.1. Az x? + 1 polinom vizsgédlatahoz hasonléan jarunk el. Mivel 4+/2 irraciondlis,
Q folott csakis a , trividlis” x> — 2 = c(x?/c — 2/c) felbontds 1étezik, ahol ¢ # 0 racionalis
szam. Ezek a trividlis felbontdsok valds c esetén R[x]-ben is megvannak. Ugyanakkor R
folott x2 — 2 = (x — v/2)(x + +/2), és ezt a felbontast is médosithatjuk Ggy, hogy az egyik
tényezG6t egy valds ¢ # 0 szdmmal megszorozzuk, a masikat pedig c-vel elosztjuk.

3.1.2. Ugyanigy jarunk el, mint amikor a polinomot C és R folott vizsgéltuk. Mivel
masodfokd polinomrdl van szd, vagy két els6foku szorzatdra bonthatjuk, vagy pedig egy
konstans, és egy masodfoku szorzatara. Ha az egyik els6foku tényezd ax + b, akkor —b/a
gyoke a polinomnak.

A 7, elemeit végigprobalgatva azt kapjuk, hogy x2 + 1 egyetlen gyoke az 1, és igy
x> 4+ 1 = (x + I)(x + 1). Ezt a felbontdst médosithatndnk még gy, hogy az egyik
tényezOt egy nem nulla konstanssal megszorozzuk, a mésikat pedig ugyanezzel elosztjuk.
Csakhogy Z, egyetlen nem nulla eleme az 1, és igy ezen a médon most nem kapunk 4j
felbontast. Ugyanezért az x> + 1-et egy konstans és egy méasodfoki polinom szorzatdra is
csak egyféleképpen bonthatjuk: x> + 1 = 1(x% + 1).

A 73 elemeit végigprébalgatva azt kapjuk, hogy x? + I-nek ebben a testben nincsen
gyoke. Ezért itt az x> + 1-et csakis egy nem nulla konstans és egy masodfoki polinom
szorzatdra bonthatjuk: x> + 1 = 1(x% + 1) = 2(2x> + 2).

3.1.3. Mintabizonyitasként csak a (3) allitdst mutatjuk meg, a tobbi hasonldéan igazolhatd.
Mivel r | s, az oszthatsag definicidja szerint van olyan a € R, melyre ra = s. Ugyanigy
s | t miatt van olyan b € R, hogy sb = t. De akkor t = sb = (ra)b = r(ab), ésigyr | t.
3.14. Ha O | s, akkor van olyan a € R, melyre a - 0 = s. De (a 2.2.9. Gyakorlat miatt)
a-0 =0, tehat s = 0. Ugyanakkor r - 0 = 0 miatt r | O tetszSleges R esetén. Ha R test,
akkor r | t mindig teljesiil, kivéve har = 0 de ¢ # 0. Valéban, ha r # 0, akkor r(¢/r) = ¢,
ha pedig t = 0, akkor az imént bizonyitott allitds szerint 7-nek minden elem osztdja.

3.1.5. Ha R egységelemes, kommutativ gy(ird, akkor egy r € R (mint konstans polinom)

akkor és csak akkor osztéja egy f € R[x] polinomnak, ha osztéja f mindegyik egyiittha-

téjanak. Valéban, ha r | f, akkor van olyan g(x) = bg + - - - + b,x" € R[x], melyre
f(x)=rgx)=rbg+---+rb,x".

Tehat f minden egyiitthatja r-nek tobbszorose. A megforditds igazoldsdhoz tegyiik fel,
hogy f(x) = ap+- - -+a,x" minden egyiitthatdja r-rel oszthat6. Ekkor a; = rb; alkalmas

bo, ..., b, € R elemekre. Igy
J&)=rbo+ - +byx"),
vagyisr | f.
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3.1.6. A harom éllitds azonnal adédik az oszthatésdg elemi tulajdonsiagaibdl (3.1.3. Gya-
korlat): a tranzitivitds a (3)-bodl, a reflexivitds a (4)-bdl, a szimmetria pedig kdzvetleniil a
definiciobdl.

3.1.7. Ezt mér belattuk a 2.3.2. Tételben (vagyis igaz4bdl a 2.1.5. Allitdsban).

3.1.8. Pozitiv egész szdmok esetében két felbonthatatlan akkor és csak akkor asszocidlt,
ha egyenld. Igy minden pozitiv egész felirhaté kanonikus alakban tgy is, hogy nem sze-
repel egységtényezs: az egyenlS felbonthatatlanokat 6sszevonjuk. Specidlisan az 1 iires
szorzatként irhat6 (2.2.23. Gyakorlat).

Ha egy negativ egész szdmban egy p felbonthatatlan péaratlan kitevén szerepel, akkor p-
nek a negativ asszocialtjat (azaz —| p|-t), az 0sszes tobbi szerepld felbonthatatlannak pedig
a pozitiv asszocidltjat védlasztva a kanonikus alakban nem lesz egységre sziikség (példdul
—72 = (—2)33%). A fennmaradé esetekben, vagyis ha a szdm egy négyzetszam ellentettje,
mindenképpen —1 lesz az egységtényezd.

3.1.9. A kanonikus alak egyértelmiisége precizen a kovetkezét jelenti. Tegyiik fel, hogy

epy ... pom = qul...qf”,
ahol e, f egységek, pi, ..., pm paronként nem asszocialt felbonthatatlanok, és g, ..., g,
is paronként nem asszocidlt felbonthatatlanok. Ekkor a {py, ..., pn} ésa{qi, ..., g} hal-

mazok kozott létezik egy kolcsondsen egyértelmi megfeleltetés ugy, hogy az egymdsnak
megfeleld felbonthatatlanok asszocidltak, és a kitevéik megegyeznek (specidlisan m = n).
Vagyis ha p; €s q; egymasnak felelnek meg, akkor p; ~ gq;, és a; = B;.

Az allitas bizonyitdsdhoz az alaptétel egyértelmiiségi allitdsat haszndljuk fel. Mindkét
oldalon felbonthatatlanok szorzata szerepel (ha az e, illetve f egységeket ,beolvasztjuk”
valamelyik felbonthatatlanba, példdul az egyik p; helyett ep;-et irunk). Ezért a szerepld
felbonthatatlanok kozott van egy kolcsondsen egyértelmii ¢ megfeleltetés ugy, hogy az
egymdasnak megfeleld felbonthatatlanok asszocidltak.

Huzzunk egy vonalat p; és g; kozott akkor, ha asszocialtak. Ekkor a ¢ megfeleltetés
miatt minden p;-bdl és minden ¢ ;-bdl indul ki vonal. Egyikbdl sem indulhat ki két vonal,
mert ha példaul p-bdl g1-hez és g,-hoz is vezetne vonal, akkor g1 €s g asszocidltak len-
nének, ami nem igaz. Tehét a vonalak kolcsondsen egyértelmii megfeleltetést 1étesitenek
{p1,.... pm) €és{q, ..., q,} kozott. Be kell még litni, hogy ha p; ~ g, akkor a; = B;.

Ha r tetsz6leges felbonthatatlan, amelynek « darab asszocidltja van a baloldalon, akkor
pontosan az ezeknek ¢-nél megfeleld jobboldali felbonthatatlanok lesznek r asszocidltjai a
jobboldalon, és igy a jobboldalon is « darab asszocialtja van r-nek. Ha tehat r asszocialtja
a baloldalon p;, a jobboldalon meg ¢, akkor p; ~ g;, és a; = B; = a.

3.1.10. Tegyiik fel, hogy az r és s elemeknek u és v is Kkitiintetett kozos osztoja. Ekkor u
kozos 0sztd, és ezért v kitlintetettsége miatt u | v. Az u és v szerepét megcserélve v | u, és
igyu ~v.
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3.1.11. Ha adott egy p felbonthatatlan, akkor barmely r € R esetében megtehetjiik, hogy
az r kanonikus alakjdban p asszocidltjai koziil éppen p-t szerepeltetjiik (vagyis ha r felbon-
tasdban eredetileg p-nek egy pe asszocidltja szerepel, akkor az e egységtényezdt kivissziik
a kanonikus alak elejére, és beleolvasztjuk az ottani egységbe). Az sem akadély, ha p nem
is osztéja r-nek, ebben az esetben p kitevGje r kanonikus alakjaban nulla lesz. Példaul ha
p = —2, akkor 24 = (—1)(—=2)33' és 15 = 1 - (=2)%315!. Igy tetsz8leges két elem, r és s
kanonikus alakja felirhat6

és s:fp'lgl...pgl’"

r=epy'...py"
alakban, amivel az (1)-et belattuk.

Ezekre az elemekre r | s akkor és csak akkor, ha o; < B; minden 1 < i < m esetén.
Val6ban, ha ez a feltétel teljesiil, akkor

s = r(f/e)p’lgl_w1 ... plm—om

és itt f/e egy értelmes eleme R-nek, hiszen e egység, €s igy lehet vele R-ben osztani.
Megforditva, ha r | s, akkor van olyan ¢ € R, melyre rt = 5. Igy r minden felbonthatatlan
osztdja osztdja s-nek, €s igy ¢ kanonikus alakja is felirhat6 t = gpi’1 ... piym alakban, ahol
g € R egység. A szorzast elvégezve a kanonikus alak egyértelmiisége miatt o; + y; = Bi
adédik, vagyis a; < f; tényleg teljesiil. Igy (2) is igaz.

Most mar meg tudjuk mutatni, hogy ha §; = min(«;, B;), akkor a fenti r és s elemeknek
azu = p‘ls‘ . pfn’” kitlintetett kozos osztdja lesz. A (2) allitas szerint u kozos osztd, mert
a kanonikus alakjdban szerepld §; kitevOokre §; < «; €s §; < f; is teljesiil. Ha viszont v is
kozos osztdja r-nek €s s-nek, akkor v-nek is minden felbonthatatlan osztdja valamelyik p;

asszocialtja, és igy v kanonikus alakja is felirhaté v = gp’l/1 ... p)" alakban, ahol g € R

egység. fgy (2) miatt y; < «; és y; < B; minden i-re, de akkor y; legfeljebb akkora lehet,
mint «; és B; koziil a nem nagyobb, vagyis §;. Tehat (2) miatt v | u. Ezzel a kitiintetett
koz06s osztd 1étezését, azaz a (3) allitast belattuk.

Azt mondjuk, hogy az u € R elem az r és s elemek kitiintetett kozos tobbszordse, ha
r | uéss | u(azaz u kozos tobbszoros), és ha v tetszbéleges kozos tobbszorose r-nek és
s-nek, akkor u | v. Az eddig bizonyitottakhoz teljesen hasonléan igazolhatd, hogy a fenti
r és s elemeknek

max(ay,B1) max(c, Bm)

Pm

kitiintetett k6zos tobbszorose lesz. Az, hogy a kitiintetett kozos tobbszords asszocialtsdg
erejéig egyértelmd, ugyanugy igazolhat6, mint ahogy a Kkitiintetett kozos oszt6 esetében
tortént a 3.1.10. Gyakorlatban.

7 2

Végiil ha ketténél tobb, de véges sok elem adott, akkor ezeknek is van kdzos kanonikus
alakja. Kitiintetett k6z0s osztot ugy kapunk, hogy minden p felbonthatatlan esetében az
el6forduld kitevok minimumét vessziik. Ha a maximumot vessziik, akkor az eredmény
kitiintetett k6z0s tObbszoros lesz.
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3.1.12. Legyen R szokdsos gylrd, és p € R prim. Meg kell mutatni, hogy p felbonthatat-
lan. Mivel p prim, p nem nulla, és nem egység. Tegyiik fel, hogy p = rs. Ekkor r és s
is oszt6ja p-nek. Masrészt p | rs, és igy p primtulajdonsdga miatt p | r vagy p | 5. Az
els6 esetben tehat r €s p asszocidltak, a masodikban pedig s és p asszocidltak. A p = rs
felbontds tehat csak trividlis lehet, és igy p tényleg felbonthatatlan.

Most legyen R alaptételes gylir(i, és p egy felbonthatatlan eleme R-nek. Ekkor p nem
nulla és nem egység, meg kell mutatni, hogy primtulajdonsiagui. Tegyiik fel, hogy p | rs,
azaz rs = pt alkalmas t € R esetén. Az r, s és t elemeket irjuk fel felbonthatatlanok
szorzataként. Har = py...py, éss =q1...qy, akkor

pt=rs=p1...pmq1-.-qn -

Az R gytr( alaptételes, igy az rs elemnek a felbontdsa egyértelmi. Mivel p szerepel
a baloldalon, ezért a jobboldalon 4ll6 tényezOk valamelyike p-nek asszocidltja. Ha ez
valamelyik p;, akkor p | r, ha meg valamelyik g, akkor p | s. Tehét p tényleg prim. Az
olvasodra bizzuk annak az esetnek a végiggondoldsat, amikor r vagy s valamelyike nulla
(vagy egység).

3.1.13. Az oszthatésdg akkor teljesiil, ha van olyan f(x) = ao + --- + a,x" polinom,
melyre

3x2 =2x(ap + - - - + apx™) = 2apx + 2a1x> + - - + 2a,x" .

Két polinom akkor egyenld, ha a megfeleld egyiitthatéik megegyeznek. Ezért 2a; = 3, és
2a; =0hai # 1. A 2a; = 3 egyenletnek a C, R, Q testekben van megoldasa (a; = 3/2),
Z-ben azonban nincs. Tehdt az oszthatdésdg nem igaz Z[x]-ben, a mésik hdrom esetben
azonban igen: 3x% = (2x)((3/2)x).

Megjegyezziik, hogy polinomok kozott az oszthatosagot dltaladban nem ezzel a mod-
szerrel érdemes eldonteni, hanem a kovetkezd, 3.2. Szakaszban targyalt maradékos osztasi
eljaras segitségével.

3.1.14. Har | s, akkor (7, s) (asszocidltsag erejéig) r lesz, hiszen r k6z0s 0sztd, és ha ¢ is
kozos oszto, akkor ¢ | r miatt r kitiintetett is. Specidlisan r €s 0 kitiintetett kozos osztdja r
(és r asszocidltjai), hiszen r | 0.

3.1.15. Trividlis felbontdst eleve csak nem nulla elem esetében definidltunk. A nulla
ugyanis tdl ,,furcsan” viselkedik: a 0 = 0 - 0 felbontdsban példaul mindkét tényezd a
0-nak asszocidltja, de egyik tényezd sem egység. Nullosztémentes gyfiriben az igaz, hogy
a nulla minden felbontdsdban az egyik tényezd a nulldnak asszociéltja lesz (tudniillik 6n-
maga). Egy egység minden felbontasa trivialis, hiszen minden tényez0 egység lesz.

sy

Egy R gytriiben a 0 | rs-bdl akkor és csak akkor kovetkezik, hogy O | » vagy O | s, ha
R nullosztémentes (hiszen O | ¢ akkor €s csak akkor, ha # = 0). Minden egységre teljesiil,
hogy ha osztéja egy szorzatnak, akkor osztdja valamelyik (s6t mindegyik) tényezSnek.
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3.1.16. Tegyiik fel, hogy R alaptételes. Irjuk fel az r, s, ¢t szdmokat kozos kanonikus
alakban:

r=ep}'...pom, s:fp’fl...p,%", t=gpl...plr.

A 3.1.11. Gyakorlatban a kitiintetett kozos osztéra kapott képlet szerint ekkor a p; kitevdje
az (r, s)t-ben min(e;, B;) + y;, az (rt, st)-ben pedig min(«; + y;, Bi + i) lesz. Elég tehat
belétni a

min(e, B) + y = min(a + y, B+ y)

azonossagot. Ez konnyen ellendrizhetd esetszétvdlasztassal: ha o < B, akkor mindkét
oldal o + y, egyébként pedig mindkét oldal 8 + y.

Az minden szokdsos gyfiriiben igaz, hogy (r, s)t osztdja (rt, st)-nek. Valdban, (r,s) | r
miatt (r, s)t | rt, ugyanigy (r, s)t | st, és igy (rt, st) kitlintetettsége miatt (r, s)t | (rt, st).
Ha viszont tudjuk, hogy (r,s) = rx + sy, akkor innen (r, s)t = rtx + sty. Ezt pedig
osztja (rt, st), hiszen osztja rt-t és st-t is. Igy tehdt (r, s)t és (rt, st) egymds oszt6i, vagyis
asszocidltak.

3.1.17.

Akinek még nehézséget okoz altalanos gytiriiben gondolkozni, az az aldbbi megolddsban
nyugodtan gondoljon pozitiv egészekre, és ennek megfelelGen helyettesitse a ~ jelet = jellel
(tehét asszocidltsag helyett mondjon egyenlGséget), egység helyett pedig 1-et.

Tegyiik fel, hogy r | st és (r,s) ~ 1. A kitiintetett kozos oszt6é kiemelési tulajdonsdga
miatt (rt, st) és (r, s)t asszocidltak. Mivel r és s relativ primek, (r, s)t ~ t. Masfeldl
r kozos osztdja rt-nek €s st-nek, vagyis r | (rt, st) ~ (r,s)t ~ t. Tehat tényleg r | ¢, és
igy (1)-et belattuk.

Most legyen p irreducibilis elem. Ekkor p nem nulla, nem egység, és mindegyik osztdja
vagy egység, vagy p-nek asszocidltja. Tegyiik fel, hogy p | rs, de p 1 r. Ekkor (p,r)
osztdja p-nek, de nem lehet p-nek asszocidltja (mert akkor p ~ (p,r) | r miatt p | r
teljesiilne). Mivel p irreducibilis, (p, r) | p csak egység lehet. Az (1) tulajdonsdg szerint
tehat p | t.

3.1.18. Tegyiik fel, hogy f = p1...pr = q1...q¢ az f € R elem két felbontésa irre-
ducibilisek szorzatara. A feltevés szerint p; prim, és mivel osztdja a q; . . . g¢ szorzatnak,
osztdja valamelyik g;-nek. De q; irreducibilis, p; pedig nem egység, és igy p; ~ gq;.
Vagyis q; = pie; valamilyen e egységre. Rendeljiik hozzéd pi-hez g ;-t, €s mindkét oldalt
egyszerlsitsiik pi-gyel. Ezutdn p,-vel folytatjuk az eljardst. Amikor az Osszes p; elfo-
gyott, akkor a baloldalon 1 marad, a jobboldalon pedig az e; egységeknek és még esetleg
néhany g ;-nek a szorzata. De minden ilyen megmaradé g ; osztdja lenne 1-nek, ami nem
lehet (hiszen g irreducibilis, tehat nem egység). Ezért a p;-k és a g ;-k egyszerre fogynak
el, és igy a kozottiik most felépitett leképezés kolcsondsen egyértelmdi.
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3.1.19. Ismét a 3.1.11. Gyakorlatban a kitiintetett k6z0s osztéra és a Kkitiintetett kdzos
tobbszorosre kapott képlet segitségével szamolunk, ekkor mindegyik kitevében a

min(e, B) + max(«, B) =a + B

azonossagot kell igazolni. Ez pedig teljesiil, hiszen ha két szam koziil a kisebbet hozzdad-
juk a nagyobbhoz, akkor a két szam 0sszegét kapjuk.

3.1.20. Tudjuk a 2.2.15. (2) Gyakorlat megoldasabol, hogy a Gauss-egészek kozott négy
egység van: a =1 és a +i. Hatdrozzuk meg a 2 osztéit ugyanezzel a gondolatmenettel. Ha
(a + bi)(c + di) = 2, akkor ezt az egyenletet a konjugéltjaval megszorozva
(@*+b*)(* +d*) =4

adédik. Ha itt a®> + b> = 1, akkor az idézett megolddsban lattuk, hogy a + bi egység.
Ugyanigy ha ¢? +d? = 1, akkor c + di egység, és akkor a + bi értéke 2, —2, 2i, vagy —2i
lesz. Ezek tehdt a 2 trividlis felbontdsai. Az egyetlen tovabbi lehetdség, ha a? + b* = 2.
Ekkor a és b is csak &1 lehet, és a + bi-re 1 +i, 1 —i, —1+1i, —1 —i adddik (vagyis az
1 + i négy asszocidltja). Igy végiilis 2 0szt6i 1, 1 + i, 2, és ezek asszocialtjai.

Most meg kell nézniink, hogy ezek koziil melyek osztjdk 1 4 3i-t. Az 1 nyilvan osztja,
a2 nem, mert ha 2(u +vi) = 14 3i, akkor innen 2u = 1 (és 2v = 3), ami u és v egészekre
lehetetlen. Végiil az (1 4 3i)/(1 + i) osztast elvégezve 2 + i adddik, ami Gauss-egész.
Tehdat 1 +1i | 14 3i,ésigy a2 ésaz 1 + 3i kitiintetett kozos osztoi 1 4 i asszocialtjai.

A fenti meggondolést praktikusan csak kis szdmokra lehet végrehajtani. Azonban a Gauss-
egészek kozott is el lehet végezni a maradékos osztast, és az euklideszi algoritmust is, amivel
4ltaldban is meg tudjuk hatdrozni két Gauss-egész kitiintetett kozos osztéjat. Ervényes az

alaptétel is, és ez az egyik kiindulépontja érdekes, egész szamokra vonatkozé tételek bizonyi-
tdsdnak. Az érdekl5dd olvasé minderrdl a [4] konyv 7.4. Szakaszdban olvashat.

7 7

3.1.21. Legyen R kommutativ, nullosztémentes gytird. Belatjuk, hogy ha egy r # 0 elem
osztdja bnmaganak, akkor R egységelemes. Valoban, ekkor van olyan x € R, hogyrx =r.
A 2.4.16. Gyakorlat megolddsdhoz hasonl6éan innen rxs = rs, majd r-rel egyszer(sitve
xs = s teljesiil minden s € R esetén, azaz x egységeleme R-nek.

Ha tehat e € R minden elemnek osztdja, akkor e | e miatt R egységelemes, kivéve ha
e = 0, amikor a 2.2.9. Feladat szerint R a nullgy(irG. Ha p € R prim, akkor p | p>-bdl a
primtulajdonsdg miatt p | p kovetkezik, és igy most is azt kapjuk, hogy R egységelemes.
Ha r és s asszociéltak, akkor r | s | r miatt r | r, €s igy ha R nem egységelemes, akkor
r = 0. Igy r | s miatt s = 0, vagyis az egyetlen asszociélt elempér a (0, 0).

A paros szamok nyilvan részgylir(it alkotnak Z-ben, amely nem egységelemes, hiszen a
2x = 2 egyenletnek Z-ben is csak az 1 szdm megoldasa. A felbonthatatlanok a néggyel
(Z-ben) nem oszthaté szamok (vagyis a 4k + 2 alakd szamok, ahol k € Z). Ezek val6ban
felbonthatatlanok, hiszen két paros szdm szorzata biztosan oszthat6 néggyel. Megforditva,
ha egy nem nulla szdm néggyel oszthaté Z-ben, vagyis 4k alakd, akkor 2(2k) a péros
szamok korében készitett felbontdsa, amely nemtrividlis (hiszen nem nulla szdmnak ebben
a gyliriiben nincs is asszocialtja).
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Ezek szerint minden paros szam felbonthat6 a péaros szdmok gytriijében felbonthatat-
lanok szorzatdra: ha a Z-beli kanonikus alakjdban 2" szerepel, akkor n — 1 darab kettest
kiemelve a megmaradé tényezd is felbonthatatlan lesz. A felbontds nem egyértelmd, hiszen
példaul 36 = 2-18 = 6-6 két 1ényegesen kiilonbozd felbontds felbonthatatlanok szorzatara
(mert a 2 nem asszocidltja a 6-nak).

Ha a 3.1.2. Definici6 utdni megjegyzésben leirt asszocidltsdg-fogalmat hasznaljuk, akkor a
paros szamok gyfirtijében két elem akkor és csak akkor lesz asszocidlt, ha egyenldk.

3.1.22. A 2 konstans polinom osztéi Z[x]-ben csak £1 és £2 (hiszen ha 2 = pg, akkor p
és g is csak nulladfoku lehet). Ezek koziil x-et &1 osztja, 2 nem. Tehat 2 €s x kdzos osztoi
csak 1, és igy ezek kitiintetettek is. Ha2p(x)+xg(x) = 1 lenne alkalmas p, g € Z[x]-re,
akkor x = O-t helyettesitve 2p(0) = 1, ami lehetetlen, mert p(0) egész szam.

3.1.23. Ha a 3 prim lenne R-ben, akkora3-3 =9 = 24+iv/35)2—i5) Osszefiiggés miatt
osztand 2 + i~/5 és 2 — i+/5 valamelyikét. De ha példaul 3(a + bi~/5) = 2 + i+/5 lenne,
akkor a valds részeket véve 3a = 2, ami egész a-ra nem teljesiil. Tehat a 3 nem prim.

A 3 osztéinak megkereséséhez a 3.1.20. Gyakorlat mintdjara jarunk el. Tegyiik fel, hogy

(a+biN5)(c +div5) =3.
Ezt az egyenletet a konjugaltjdval megszorozva
(@* + 5b*)(c* +5d*) =9

adddik (és e két tényezd pozitiv egész). Tehdtcsak a9 =1-9 = 3.3 = 9 - 1 felbontés
jon széba. De a’+5b* > 5 hab # 0. Ezért a? + 5b? soha nem lesz 3 (mert az nem
négyzetszam), és 1 is csak tgy lehet, ha a + biv/5 = £1. Mivel a +1 egységek, a 3
mindegyik felbontdsa trividlis.

Tehét 3 oszt6i csak £1 és £3 lesznek. Lattuk, hogy £3 nem osztéja 2 + i +/5-nek. Igy

csak a £1 kozos osztéja 3-nak és 2 + i+/5-nek, ezek persze kitiintetettek is. Tegyiik fel,
hogy R-ben teljesiil a kitiintetett kozos oszté kiemelési tulajdonsdga. Ekkor

(2 —iv5)3, 2 —iV52+iV5) ~ 2 —ivV5)(3,2+iv5) =2 —iV5).

De ez nem igaz: (2 —iv/5)3, (2 — iv/5)(2 +iv/5)) = ((2 — i+/5)3,9) oszthat6 3-mal
(hiszen a 3 kozos osztdja (2 — i+/5)3-nak és 9-nek), 2 — i+/5 pedig nem oszthaté 3-mal.

3.1.24. Ez a halmaz nyilvéan zart az Osszeadasra és az ellentettképzésre, és tartalmazza
a konstans polinomokat is. Ha két ilyen polinomot 6sszeszorzunk, akkor a szorzatban a
konstans tagon kiviil csupa legaldbb 3 + 3 = 6-odfoku tag lesz, és igy a szorzat is benne
van a halmazban. A 2.2.10. Feladat miatt tehdt R tényleg részgyiiri. De 1 € R, és mivel
R[x, y] szokédsos gyfirti, R is nullosztémentes €s kommutativ.

Belatjuk, hogy az x> y? és az x2y> polinomoknak nincs kitiintetett kozos osztéja. Tegyiik
fel ugyanis, hogy p € R Kkitiintetett kozos oszté. Ekkor p osztéja x°y2-nek R[x, y]-ban is,
és ezért konnyen lathatéan cxy™ alakd, ahol ¢ € R, n < 5ésm < 2. Mivel p | x>y,
ezért n < 2 is teljesiil. Mésrészt viszont x%y kozos osztéja x7y?-nek és x2y>-nak az R
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gyfirben (hiszen x°y?/x%y = x3y és x2y°/x?y = y* is elemei R-nek), ezért x>y | p.
Ez azt jelenti, hogy n > 2. Ugyanigy xy? | p, és igy m > 2. De akkor p = cx?y?, ami
lehetetlen, mert cxzy2 ¢ R.
3.1.25. Azt, hogy R szokdsos gyliri, ugyanigy lathatjuk be, mint ahogy R[x]-r6]l meg-
mutattuk, hogy szokdsos gytr(: itt is igaz lesz, hogy a f6tagok szorzata a szorzat fGtagja.
Megmutatjuk, hogy x-nek minden osztdja cx” alakd, ahol ¢ € R, és 0 < r < 1 valds szdm.

Valéban, ha pg = x, akkor a f6tagokat 6sszeszorozva x-et kell, hogy kapjunk, és igy ha
p fétagja cx”, g fétagja pedig dx*, akkor cd = 1 ésr + s = 1. Legyen p, illetve ¢q ,,al-
tagja”, azaz legalacsonyabb ,,fokd” tagja ¢’ x" illetve d'xS". A szorzatpolinom képletébdl
lathatjuk, ugyanigy, mint a fGtagok esetében, hogy a pg szorzat ,altagja” ¢’'d’ x5 Jesz,
és ez most szintén x. Emiatt r’ + 5" = 1, de r’ < r és s’ < s miatt ez csak ugy lehetséges,
har’ =r éss’ =s. Vagyis a p és a g polinom is csak egyetlen tagb6l 4llhat.

Igy viszont x-et nemhogy nem tudjuk felbonthatatlanok szorzatdra bontani, de még fel-
bonthatatlan oszt6ja sincs! Ugyanis cx” felirhaté cx'/? és x"/? szorzataként, és (har > 0,
akkor) ez nemtrividlis felbontds, hiszen R egységei a nem nulla konstans polinomok. (Ha
r = 0, akkor viszont cx” egység, tehat ismét nem felbonthatatlan.)

3.2. A maradékos osztas.

3.2.1. Ugyanigy bizonyitunk, mint az egész szdmok szdmelméletében. A 90. oldalon ta-
lalhat6 jeloléseket haszndljuk. Elsének azt mutatjuk meg, hogy r, kozos osztdja f-nek
és g-nek. Az utols6 sorbdl latszik, hogy r, | r,—1. Az utolsé eldtti sor szerint ry, | rp—3.
Ugyanigy haladunk tovébb felfelé: ha mar tudjuk, hogy r, osztdja r;j1-nek €s rj-nek is,
akkor azt a sort haszndlva, amelynek a baloldaldn r;_; ll, azt kapjuk, hogy r, | rj_1.
A madsodik sorhoz érve r,, | g, végiil az els6 sorbol r,, | f adodik.

Az r, kitiintetettségének igazoldsahoz tegyiik fel, hogy r | f ésr | g is teljesiil. Az elsd
sorbol ekkor r | r1. A masodik sorbdl ezt felhaszndlva r | rp. Lefelé haladva sorban latjuk,
hogy r | r; minden j-re, végiil az utolso eldtti sor adja a kivéant r | r, Osszefliggést.

Végiil az r,-et eldéllitjuk fp + gg alakban. Ismét alulrdl folfelé haladunk. Az utolsé
el6tti sor szerint r,, = r,—» —r,—14q,. lde behelyettesitjiik az r,,_-nek az alulrdl a harmadik
sorbol kapott r,,—1 = r,—3 — rp—2q,—1 eldallitasat:

'n =rn-2 —rn-149n = rn-2 — (rn—?) - rn—ZC[n—l)Qn = rn—3(_Qn) + rn—2(1 + Qn—lCIn) .

Vagyis az ry,-et most mar r,,_3 és r,,_» segitségével dllitottuk el6. Ha most r,, _»-t fejezziik ki
az alulrdl szamitott negyedik sorbdl, €s ide behelyettesitiink, akkor r,,-nek az r,_4 és r,,_3
segitségével kapott elddllitasat kapjuk. Az eljarast folytatva végiil r,,-et f és g segitségével
felirva kapjuk meg.

Azt tandcsoljuk az olvasénak, hogy ezt a visszahelyettesitési eljdrdst ne altalaban pro-
balja megérteni, hanem el6szor két konkrét pozitiv egész szamra végezze el. Ezutan érde-
mes ugyanezt polinomokkal is kiprébalni, erre szolgél a 3.2.9. Gyakorlat. A most leirt eljaras
hangsilyozottan a p és g megkeresésére szolgdl, ha csak azt akarjuk megmutatni, hogy 1étezik
ilyen p és g, akkor inkabb a 3.2.3. Tétel bizonyitasit é&rdemes kdvetni.
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3.2.2. Eldszor praktikusan vizsgéljuk a kérdést. Ha f és g valamelyike nulla, akkor persze
a kitiintetett kozos osztéjuk a masik lesz. Altalanosabban, ha az egyik oszt6ja a méasiknak,
példaul g | f, akkor a kitiintetett koz0s o0szté g lesz. Ez persze nem latszik ranézésre,
csak ha az osztast elvégezziik. Természetesen a nagyobb fokut érdemes osztani a kisebb
fokuval, vagyis ha véletleniil gr( f) < gr(g), akkor meg kell cserélni a két polinomot. Ha
mar az elsé osztds maradéka, r; = 0, akkor a kitiintetett kozos 0szt6 g lesz.

A fenti diszkusszié nagy részét elkeriilhetjiik, ha a g = rg (s6t f = r_1) jelolést bevezet-
jik. Ez azonban, bar formdlisan megoldana a problémadkat, a sznyeg ala soporné az el6z6
bekezdésben megvizsgalt kérdéseket.

3.2.3. Az euklideszi algoritmus elvégzése sordn minden szamitds ugyanaz lesz, akar QQ,
akar C folott gondolkozunk (hiszen a szamitdsokban csak a négy alapmiiveletet hasznal-
juk), ezért a végeredmény, azaz a Kkitiintetett kozos oszté is ugyanaz. Természetesen a
kitlintetett kozos osztd csak konstansszoros erejéig egyértelmd, vagyis a kapott raciondlis
egyiitthatés polinom nem nulla raciondlis konstansszorosai lesznek Kkitiintetett k6zos 0sz-
tok Q[x]-ben, és a nem nulla komplex konstansszorosai lesznek kitiintetett kozos osztok
Clx]-ben. Ezért minden Q folotti kitiintetett k6zos oszt6 egyben C folott is az.

Az altalanositds a kovetkezd. Legyen T test, €s S részteste T-nek. Ha & Kkitiintetett k6z0s
osztdja az f, g € S[x] polinomoknak S[x]-ben, akkor & az f és g kitlintetett k6z0s osztdja
T[x]-ben is. A bizonyitds ugyanaz, mint az el6z6 bekezdésben.

3.2.4. Elképzelhetd, hogy I csak a nullapolinombdl éll, és ekkor nincsen benne legalacso-
nyabb foki polinom (mert az egyetlen elemének nincs foka). De ebben az esetben a hg = 0
valasztds megfelel lesz, hiszen ennek tobbszorosei kiadjak I 0sszes elemét. Természete-
sen f, g € I miatt ez az eset csak akkor fordulhat el6, ha f = g = 0, amikor a Tétel
allitasa kozvetleniil is nyilvanvalo.

3.2.5. Nem irreducibilis, a 2x = 2 - x nemtrividlis felbontds. Ugyanis Z[x] egységei a
3.1.7. Gyakorlat szerint csak £1, és igy sem 2, sem x nem lesz egység.

7 7

3.2.6. A 3.2.1. Gyakorlat (vagy a 3.2.3. Tétel) szerint egy T test feletti 7 [x] polinomgy{ir-
ben f és g kitiintetett k6z0s osztdja felirhatd fp + gg alakban alkalmas p, ¢ polinomokra.
A 3.1.16. Gyakorlat miatt tehdt érvényes a kitiintetett kzos o0szté kiemelési tulajdonsaga,
és igy a 3.1.17. Gyakorlat mutatja, hogy 7T [x] minden irreducibilis eleme prim. Végiil a
3.1.18. Feladat adja az alaptétel egyértelmiiségi allitasat.

3.2.7. Tegyiik fel, hogy van olyan nem konstans polinom 7 [x ]-ben, amely nem bonthat6 fel
irreducibilisek szorzatdra. Valasszunk ezek koziil egy minimalis fokszdmu f polinomot.
A minimalitds tehat azt jelenti, hogy az f-nél kisebb foku polinomok méar mind felbom-
lanak irreducibilisek szorzatdra. Az f nem lehet irreducibilis, hiszen akkor dnmaga, mint
egytényezls szorzat az f-nek irreducibilisekre vald felbontdsa lenne. Ezért f felbomlik
az f-nél alacsonyabb foku g és h polinomok szorzatira. Az f fokdnak a minimalitdsa
miatt g és h mar felbomlik irreducibilisek szorzatira: g = py1...p, ésh = q1...qm-
De akkor f = pi...pnq1...q9nm az f-nek irreducibilisek szorzatara valé felbontasa. Ez
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ellentmondas, ezért ilyen f polinom nincs, és igy minden nem konstans 7'[x]-beli polinom
irreducibilis polinomok szorzatira bomlik.

3.2.8. A hanyados x/2 — 1/2, a maradék (5/2)x — (7/2).
3.2.9. Az eredmények a kovetkezok.
(1) A Kkitiintetett kozos oszté x> 4+ x + 1 (illetve ennek barmelyik konstansszorosa), és

A x+1=(=1/9x+2/9)f(x)+ (1/6)g(x).
(2) Itt harom osztést kell elvégezni. A Kkitiintetett k6zos osztd

x—1l=(=0) =D+ A+ =1).

3.2.10. Nem végezhets el. Az osztonak, vagyis a konstans 2 polinomnak a foka 0, ennél
r foka kisebb nem lehet. Ezért » a nullapolinom, vagyis x = 2¢(x). De ez lehetetlen: az
x polinom nem oszthaté 2-vel Z[x]-ben, mert egy polinom itt akkor €s csak akkor oszthaté
2-vel, ha mindegyik egyiitthatdja paros (3.1.5. Gyakorlat).

3.2.11. Igaz, a maradékos osztds Q[x]-beli egyértelmiisége miatt. Ha ugyanis g = fh,
ahol h € Z[x], akkor g = fh + 0 egy maradékos osztds Q[x]-ben, tehat az eljarasnak ezt
kell kihoznia.

3.2.12. A lényeg most is az, hogy az osztasi eljards sordn végig minden egyiitthaté S-ben
lesz, hiszen most g fGegyiitthatGjaval lehet S-ben osztani. A 3.2.2. Allitds bizonyitdsahoz
hasonléan tehét a kovetkezképpen haladhatunk. Mivel g f6egyiitthatdja invertalhaté S-
ben, ezért itt lehet vele maradékosan osztani: f = gq; + r1, ahol g1, r1 € S[x],ésr; =0,
vagy rq foka kisebb g fokandl. Ugyanakkor f = gg + 0 alkalmas g € T'[x] polinomra, hi-
szen g osztéja f-nek T'[x]-ben. A maradékos osztas egyértelmiiségét T'[x]-ben alkalmazva
(g = q1 és) 0 = ry adddik, azaz g osztdja f-nek S[x]-ben is.

3.2.13. Az f polinomot x — b-vel osztva f(x) = (x — b)q(x) + r adddik, ahol r konstans.
Az x helyére b-t helyettesitve r = f(b). Specidlisan f(b) = 0 akkor és csak akkor, ha
f oszthaté x — b-vel.

3.2.14. Nulla lesz a maradék. Ha csak a maradékra vagyunk kivancsiak, és az oszt6 na-
gyon kis foku polinom, melynek a gyokeit ismerjiik, akkor ezeknek a gyokoknek a be-
helyettesitése segithet a maradék megkeresésében. A legegyszeriibb példat erre az el6z6
gyakorlatban lattuk: f-et x — b-vel osztva a maradék f(b) lesz.

Most masodfoku polinommal osztunk, ezért a maradék ax + b alakud polinom:

x4+ x4+ 1=+ x4+ Dgx) + (ax + b)
(ahol a és b val6s, st raciondlis szdmok, hiszen az osztand6 és az 0szt6 is raciondlis egyiitt-
hat6s). Az x>4+x+1 = (x3—1)/(x—1) polinom gydkei a primitiv harmadik egységgyokok:
g1 = cos 120° + i sin 120°, és &3 = co0s 240° + i sin 240°. Mivel 5? = ¢g;, ezek gyokei az
x% + x2 + 1 polinomnak is. Ezért behelyettesitve ag; + b = 0 adédik. A két egyenletet
kivonva a(e; — &2) = 0, ésmivel e — ¢3 # 0, ezérta = 0, és ag; + b = 0-bol b = 0.
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Ezt az észrevételt tobbféleképpen is dltalanosithatjuk. Példdul az x* + x% + 1 helyett
vehetjiik az f(x) = x?" 4+ x" + 1 polinomot. Ha n nem oszthaté 3-mal, akkor f-nek is
gyoke lesz 1 és g, és igy a lefrt gondolatmenet alapjan f is oszthaté x? + x + 1-gyel.

3.2.15. Itt mar nem praktikus a maradékos osztas elvégzése, az el6z6 gyakorlat megolda-
saban latott technikét alkalmazzuk. Legyen

et = (x2 —Dgx)+ (ax +b).

Az x helyébe 1-et és —1-et helyettesitve a +b = 4 és —a + b = 4 adddik, ahonnan a = 0,
b = 4, tehat a maradék 4.

Az x? + 1-gyel val6 osztaskor i-t és —i-t érdemes helyettesiteni. Az i-t behelyettesitve
ai +b = 0 adédik. Itt a, b valés (s6t mellesleg egész, hiszen az oszt6, x%+ 1 féegyiitthatéja
invertdlhaté Z-ben). Ezért ai + b = 0-bdl azt kapjuk, hogy a = b = 0, vagyis az osztasnal
a maradék nulla.

3.2.16. A b gyok h-beli multiplicitidsa az f-beli €s a g-beli multiplicitdsok minimuma lesz.
Ha ugyanis b multiplicitidsa f-ben k és g-ben ¢, ahol mondjuk k < ¢, akkor (x — b)k
kozos osztdja f-nek és g-nek, €s igy osztdja h-nak is. De h-ban nem lehet » multiplicitdsa
k-nél nagyobb, hiszen h | f. Megjegyezziik, hogy ha R[x] alaptételes, akkor f és g
kanonikus alakjat felirva a kitiintetett kozos osztd képletébdl (3.1.11. Gyakorlat (3)) is ezt
az eredményt kapjuk.

3.2.17. Ezek azok a részhalmazok, amelyek egy adott szam Osszes tobbszorosébdl 4ll-
nak. Egy d szam tobbszoroseinek halmaza nyilvéan zart az 6sszeaddsra, és nyilvan minden
elemének minden tobbszorosét is tartalmazza.

Megforditva, legyen I C Z ilyen tulajdonsigu, nem iires halmaz. Ha I csak a nulldbdl
all, akkor ez a nulla 6sszes tobbszoroseinek halmaza. Ha nem, akkor van /-ben pozitiv
szam 1is, hiszen ha —k € I, akkor k € I (mert k tobbszorose —k-nak). Legyen d az [
halmaz legkisebb pozitiv eleme. Megmutatjuk, hogy I pontosan a d tobbszoroseibdl all.
Az a feltételbdl nyilvanvald, hogy d tobbesei benne vannak /-ben. Legyen mostn € I, és
osszuk el n-et maradékosan d-vel:

n=dq+r,

ahol0 <r < d. Innenr = n+(—q)d € I, hiszen I zart az 6sszeaddsra. Mivel I-ben nincs
d-nél kisebb pozitiv szam, r = 0, és igy d | n. Vagyis I tényleg d tobbszoroseibdl 4ll.

A 1.5.4. Tétel bizonyitasdban egy z komplex szam j6 kitevOinek halmazat vizsgaltuk.
Nyilvédnvald, hogy ez az I halmaz a feladatban leirt tulajdonsdgui: ha z" = 1 = 7™, akkor
"t = 1, és minden k egészre 7K = 1. Tehat az I halmaz egy pozitiv d tobbszordseibdl
all (és ez a d pontosan a z rendje lesz).
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3.3. Gyokok és irreducibilitas.

3.3.1. A polinomot (hacsak nem a nullapolinomrdl van sz6) felirhatjuk g(x)xk alakban,
ahol g konstans tagja mar nem nulla, és a g polinomra alkalmazhatjuk a tesztet. Az eredeti
polinomnak g gyokei mellett még a nulla lesz gyoke.

3.3.2. Az els6 hdrom polinom esetében ugy érdemes eljarni, hogy a polinomot C felett
gyoktényezok szorzatdra bontjuk, majd a nem valds gyokokhoz tartozé gyoktényezdket
parositjuk a konjugéltjukkal. A gyokvondst trigonometrikus alakban célszeri elvégezni.
A modszert részletesen bemutattuk a 2.5.5. Gyakorlat megolddsaban, ezért most csak az
eredményeket kozoljiik:

Hel=@-D&+DE>+1),
1= = V2 + D2+ V25 + 1),
xr4+9= (= Vox +3)(x2+V6x +3).

Az x® — 4x3 + 3 = 0 egyenletet az y = x> helyettesitéssel oldhatjuk meg, ez y-ban
masodfoki egyenletre vezet, melynek gyokei 1 és 3. Tehdt x® —4x3+3 = (x3 - 1) (x> =3).
Mindkét tényezbének egyetlen valds gyoke van, tehat az eredmény:

a3 == D2 x4 D = VB2 + VBx+ Y9).

3.3.3. Figyelniink kell arra, hogy a felsorolt négy gy{iri felett nemcsak az irreducibilis
polinomok masok, hanem az egységek is. Ennek megfelelGen egy C feletti felbontas

(6x + 682)(x — V2)(x + i) (x — i)

(a 6 itt egység, tehat kiilon tényez6ként nem szerepelhet, de barmelyik masik irreducibilis
tényezdbe is beolvaszthattuk volna). Amikor R fo16tt dolgozunk, akkor x2 + 1 mdr irredu-
cibilis lesz, mert masodfoku, és nincsen valds gyoke. fgy az R folott j6 felbontasok példaul
a kovetkezok:

(2x +2v2)Bx —3vV2)(x2 + 1) = (x + vV2)(x — v2)(6x2 +6).

A Q folott az x% — 2 is irreducibilis, hiszen mésodfok, és nincs racionalis gyoke, és igy a
kovetkez6t kapjuk:
(x? = 2)(6x* +6) .

Végiil Z folott az egységek csak a £1, tehat 2 és 3 is felbonthatatlan polinomok. Az x2 — 2
és x2 4 1 polinomokat Z f&lott nem lehet alacsonyabb fokiak szorzatdra bontani, hiszen
lattuk, hogy Q folott is irreducibilisek. De nem lehet ket Z folott egy nulladfokd (azaz
konstans polinom) és egy médsodfoki polinom szorzatdra sem nemtrividlisan felbontani,
hiszen semmilyen £1-t8l kiilonb6zd konstans nem emelhetd ki beldliik. Ezért a Z feletti
felbontés:

2-3-(x*=2)- (24 1).
Ezt csak ugy varidlhatjuk, hogy néhany (paros sok) tényezo6t —1-gyel beszorzunk.
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3.3.4. A 3.3.6. Lemma miatt a polinomnak —i is hatszoros gyoke, és ezért
(x — D)% +)°g(x) = (x* + 1)°g(x)
alakban frhat6. Mivel (x2 4+ 1)® valds egyiitthatés, g is az (a 3.2.2. Allitds miatt). Ez a

szorzat akkor lesz tizenkettedfokd, ha g konstans. Tehét a keresett polinomok pontosan az
r(x% + 1)% polinomok, ahol r # 0 valés szam.

3.3.5. A raciondlis gyoktesztet alkalmazzuk (3.3.9. Tétel). Ha p/q raciondlis gyoke ennek
a polinomnak, ahol p és ¢ relativ prim egészek, akkor p | 5 és g | 2. A lehetséges gyokok
tehat

1, -1, 1/2, —1/2, 5, =5, 5/2, =5/2.
Ezeket végig kell probalgatni. Az rogton latszik, hogy pozitiv gyok nem lehet, a nega-
tivakat behelyettesitve azt kapjuk, hogy csak a —1 lesz raciondlis gyok. A gyoktényezot
(példaul a Horner-elrendezéssel) kiemelve

233 43 x+5=(x+ DH2x%> = 2x +5)

adédik. A 2x2 — 2x + 5 polinomnak raciondlis gyoke mds, mint —1, nem lehet, mert az
gyoke lenne az eredeti polinomnak is. Latjuk, hogy —1 nem gyok, és mivel ez masodfokud
polinom, irreducibilis Q folott (miként az els6fokd x + 1 is).

3.3.6. Ha ¢ > 0, akkor C folott gyoktényezds alakra bontva, a 3.3.2. Gyakorlat mintdjara
o= (% = V2Yex + VO + V2V ex + o).

Mir megvizsgéltuk azt az esetet (a 3.3.10. Példdban), amikor ¢ = 36. Ugyanez a gondo-
latmenet 4ltaldban is azt adja, hogy az x* + ¢ polinom akkor és csak akkor lesz reducibilis
Q folott, ha /2 ¢/c és /c is raciondlis szdm, és ebben az esetben a fenti két masodfoki
tényezd Q, s6t R folott is irreducibilis, hiszen masodfokiak, és nincs valds gyokiik (mert
x* 4 c-nek sincs). Megjegyezziik, hogy ha v/2 ¢/c racionélis szdm, akkor a négyzete, azaz
2./c is az, és igy +/c is. Konny{i meggondolni, hogy (egész c esetén) \/5(‘/5 akkor €s csak
akkor raciondlis, ha ¢ kanonikus alakjdban minden p > 2 prim kitevGje néggyel oszthatd,
a 2 kitevgje pedig 4k — 2 alakd.

Ha ¢ < 0, akkor legyen d = —c > 0. Ebben az esetben, ismét a C feletti gyoktényezds
alakbdl kiindulva, az R f61otti felbontas

P od= = VD + VD + V).

Belatjuk, hogy x* — d akkor és csak akkor irreducibilis Q fol6tt, ha v/d irracionlis szam.
Valéban, x* — d-nek akkor és csak akkor van raciondlis gydke, ha Y/d raciondlis szém
(ekkor a négyzete, azaz /d is raciondlis). Ha nincs raciondlis gyoke, akkor csak két ma-
sodfoku, raciondlis egyiitthatds polinom szorzatdra bomolhat. Ezek koziil valamelyiknek
gyoke lesz i Vd, és akkor a konjugiltja is, tehét ez a tényezd g (x2++/d) alakd, ahol g € C.
Mivel g(x2 + +/d) € Q[x], ezért q és g+/d is raciondlis, tehat /d is az. Megforditva, ha
V/d raciondlis, akkor (x2 — «/d)(x? 4+ +/d) j6 felbontis.
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3.3.7. Test f6lott konstans polinom sosem, elséfoku polinom mindig irreducibilis. A Z,
folott osszesen két els6fokud polinom van: x €s x + 1. Mivel Z; test, ezek irreducibilisek.

Test folott egy mdsod- vagy harmadfoki polinom akkor €s csak akkor irreducibilis, ha
nincs az adott testben gyoke. A Z, elemei 0 és 1, ezek nem szabad tehat, hogy gyokok
legyenek. A négy Z, folétti masodfokd polinom koziil x2-nek és x? + x-nek gyoke a nulla,
x? 4 1-nek pedig az 1. Tehdt az egyetlen masodfokd irreducibilis polinom az x? + x + 1.

Erdemes itt egy pillanatra megéllni, és megvizsgalni, hogyan is bomlik fel az x>+ 1 poli-
nom alacsonyabb fokiiak szorzatdra. Mivel az x> + 1-nek az 1 gyoke, az x — 1 gyoktényezs
kiemelhetd. Mar itt problémdnk lehet: polinom ez? Hiszen egy Z;[x]-beli polinomnak
minden egyiitthatéja 0 €s 1 lehet csak. De tudjuk, hogy a —1 jelentése az 1 ellentettje,
vagyis Zp-ben —1 = 1 (mds szdval, pongyoldn fogalmazva: ,,az el6jelek nem szdmita-
nak”). Vagyis x — 1 helyett x + 1-et is irhatunk. A kiemelést példaul a Horner-eljardssal
végezve

+l=+Dx+1)

adddik. Ezt beszorzéssal is ellendrizhet;jiik:

G+DE+D=x>+x4+x+1=x>4+U4+2Dx+1=x>40-x+1=x>+1.

(Ha valaki e szdmolast nem érzi egészen preciznek, az haszndlja a szorzas elvégzésekor a
szorzatpolinom egyiitthat6jat megado (2.1.1) képletet a 43. oldalon.) Ugyanigy az is kijon,
hogy tetszdleges f, g € Z»[x] polinomokra

(f +8)%=f*+¢%,
hiszen fg+gf = (1 +2 1) fg = 0. Vagyis Z, folott tagonként lehet négyzetre emelni. Ezt
a hasznos tulajdonsdgot sokszor kiaknazzuk majd.
Mivel a harmadfoku irreducibilisek is azok, amelyeknek nincs gyoke, ezeket is konnyen
felsorolhatjuk. A polinom f&tagja x3, konstans tagja, mivel a 0 nem gyok, csakis 1 lehet.

Végiil a polinom (nem nulla) tagjainak szdma pdratlan, kiilonben az 1 gyoke lenne. Igy Z»
folott két harmadfoku irreducibilis polinom van:

x3+x—|—l és x3+x2—|—l.

A negyedfoku irreducibilis polinomok megkeresése mar nem ilyen egyszerli. Persze
ezeknek sem lehet Z;-ben gyoke. Az olyan polinomokat, amelyeknek nincs gyoke, a har-
madfoku esethez hasonléan felsorolhatjuk:

x4—|—x—|—1, x4+x2—|—1, x4+x3—|—1, P TS U I

Ezek azonban nem feltétleniil irreducibilisek Z, fo6lott. Tudjuk, hogy a gyok 1étezése elss-
foku tényezot jelent, vagyis ha a felsorolt polinomok valamelyike reducibilis, akkor csakis
két masodfoku f és g polinom szorzatdra bomolhat. Itt f-nek és g-nek nincs gyoke Z,-
ben (hiszen szorzatuknak sincs), és ezért 6k irreducibilis, masodfoku polinomok. De mar
felsoroltuk a masodfoki irreducibilis polinomokat, ezek szerint f és g is csak x2 4+ x + 1
lehet. Szorzatuk,

fOg) =@ +x+ D =x* + 27 41
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(anégyzetre emelést természetesen tagonként végeztiik). Tehdt a felsorolt négy polinombdl
ez az egy nem irreducibilis, a masik harom igen.

3.3.8. Ha0 < i < p, akkor a
py_plp—-D...(p—i+1
[ 1-2-...-4

binomidlis egyiitthaté p-vel oszthatd, hiszen a szamlalé oszthaté p-vel, a nevezd viszont
nem (mert p prim, de a nevezd egyik tényezbjének sem osztdja). Ha egy n szam oszthatd
p-vel, azaz n = pm, akkor tetszdleges r € R elemre

nr=mp)r =m(pr) =m-0=0

(felhasznaltuk a hatvanyozasnak a 2.2.8. Gyakorlat (3) pontjaban leirt tulajdonsiagét a tobb-
sz0ros fogalmadra dtalakitva). A binomidlis tételbdl azt kapjuk, hogy

r+s)=r+ (p>rp_1s +-- 4+ ( P )rs”_1 + 7.
1 p—1

A szerepl6 binomidlis egyiitthatok a fentiek szerint p-vel oszthatdk, és igy az 0sszegbdl
csak r? + sP marad meg, a tobbi tag nulla lesz. (Itt természetesen a binomidlis tételnek
az 4ltaldnos gyfirtikre vonatkozé véltozatat alkalmaztuk, amelyet a 2.2.17. Gyakorlatban
fogalmaztunk meg).

A kis Fermat Tétel bizonyitdsdhoz (modulo p szdmolva) elég azt megmutatni, hogy
b € Z, esetén b? = b. Emeljiik p-edik hatvanyra a b darab 1-esbdl 4ll6 Osszeget:

I+14+--4+DP=1"P+1P4... +17.

A baloldalon b? ll, a jobboldalon pedig b.
Végiilha f(x) = ap+- - -+aux" € Zp,[x], akkor, mivel tagonként lehet p-edik hatvdnyra
emelni, f(x)” =aj +---+ay (xP)". De a; € Z, miatta = a;, és igy ez tényleg f(xP).

3.3.9. A Z, folotti irreducibilitds vizsgalatdhoz érdemes atfutni a 3.3.7. Gyakorlat megolda-
sat, amelyben felsoroltuk a legfeljebb negyedfoki irreducibilis polinomokat, és amelybdl
kideriil, hogy itt tagonként lehet négyzetre emelni. Ezeket az eredményeket az alabbiakban
felhasznaljuk.

x84+ x2+1 = (x* 4+ x + 1)? (tagonkénti ,,négyzetgydkvondssal”), vagyis ez egy irredu-
cibilis polinom négyzete.

x3 4 x + l-nek nincs Z-ben gydke (sem a 0, sem az 1 nem gyok), ezért nincs elséfoki
tényezGje. Ha felbomlik, akkor tehat csak egy mdsod- és egy harmadfoku irreducibilis
szorzata lehet. Az egyetlen méasodfoki irreducibilis polinom az x? + x + 1, ezzel osztva a
maradék nulla lesz, és x> + x + 1 = (x3 + x%2 + 1)(x2 + x + 1) adédik.

x4 x>+ 1-nek nincs Z-ben gyoke, és x> +x + 1-gyel sem oszthat6, vagyis irreducibilis.

x> + x* + x3 + 1-nek gyoke az 1, a gyoktényezst (példdul a Horner-elrendezéssel)
kiemelve az (x + 1)(x* 4+ x% 4+ x + 1) felbontds adédik. Ez utébbi tényezének ismét gyoke
az 1, vagyis R 4xt+x3+1 = (x+ D23 +x2+1) afelbontss irreducibilisek szorzatéra.
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A Zy7 folott a tampontunk a 3.3.8. Feladat, mely szerint Z7[x]-ben tagonként lehet
17-edik hatvdnyra emelni.

x? + 1 mdsodfokd, tehdt csak a gyokeit kell ellendrizni, vagyis —1-bdl, azaz 16-bél
kell négyzetgyokot vonni. Az eredmény nyilvan 4 ezért x> + 1 = (x + 4)(x — 4) =
x+4)(x + 13).

x% 4 1 ezek szerint (x? 4+ 4)(x? — 4) alakban irhaté. A tényez6k mésodfokiak, tehat
ismét a gyokeiket kell megvizsgdlni. Nyilvan x> — 4 = (x + 2)(x — 2). Misfeldl a —1
négyzetgyokei 4, tehdt —4 négyzetgyokei £8. Igy x* +1 = (x +2)(x —2)(x +8)(x —8).

x8 4+ 1 az el6z6ek szerint (x? + 2)(x? — 2)(x? + 8)(x? — 8). Itt is mindegyik négyzet-
gyokvonds elvégezhet6: B+l =6+DE-7DE+6)(x —6)(x+3)(x —3)(x+5)(x —5).

x4+ 1= (x+ 1", tagonkénti 17-edik hatvanyra emeléssel.

x!7 +2 =x"7 41 + 1. Tagonkénti 17-edik ,,gyokvondssal” ez (x + 2)!7. A kis Fermat
Tétel miatt igazabol x4+ ¢ = (x +¢)!” minden ¢ € Z7 esetén.

3.3.10. Ez is hasonl6 a 3.3.10. Példa megoldasahoz, azonban van benne egy extra csavar.
Az x* — 10x% + 1 polinom négy gydke £+/2 + +/3, amit a legegyszertibb tigy ellendrizni,
hogy az

(x =V2=V3)x = V2+ V3 + V2 =V3)x +V2+3)

gyoktényez0s felbontdsban elvégezziik a beszorzast (ezt mindjart meg is tessziik majd). Ez
tehat az R feletti felbontds irreducibilisek szorzatara.

A raciondlis gyokteszt segitségével megallapithatjuk, hogy az x* — 10x? + 1 polinomnak
nincs raciondlis gySke (ennél szdmoldsabb kozvetleniil kihozni, hogy £+/2 + /3 irracio-
ndlis szam). Ha tehat ez a polinom nem lenne irreducibilis Q fo6l6tt, akkor két masodfokd,
irreducibilis polinom szorzatdra bomolhatna csak.

A 3.3.10. Példa megolddsaban két konjugalt komplex gyokpar szerepelt, és igy egy ma-
sodfokd, valés egyiitthatds tényez6 gyokei konjugéltak voltak. Most azonban négy valds
gyok van, és igy elvileg barmely kett6bdl gyarthatnank egy masodfoku, racionalis egyiitt-
hat6s tényez6t. Nem tehetiink mést, mint hogy ezeket a gyoktényezdket minden lehetséges
médon parositjuk egymassal, és elvégezziik a beszorzast. Osszesen haromféle parositas le-
hetséges. Mindhdrom esetben ismét az (a —b)(a+b) = a’—p? azonossag felhasznéldsaval
egyszerisithetjiik a szdmoldst. A hdrom eredmény a kovetkez6 lesz:

(2= 2vV2x = D2 +2v2x — 1) =
=2 =2V3x + D2 +2V3x +1) =
= (x> =5-2V6)(x* —5+26).

Mindhdrom felbontdsban normalt, de nem racionélis egyiitthatos polinomok szerepelnek,
és igy a 3.3.10. Példa gondolatmenete szerint egyik sem ad Q feletti felbontast. Beldttuk
tehat, hogy x* — 10x2 + 1 irreducibilis Q folott.
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Ha Zjs felett dolgozunk, akkor V6 értéke 1 lesz, és igy a fenti felbontdsok koziil a har-
madik miikodni fog:

1P+ 1= -5-2)(* =542 = —2(x*+2).

E két tényez6 mar irreducibilis Zs felett, hiszen masodfokuak, és Zs elemeit végigprobal-
hatva 14tjuk, hogy nincs gyokiik. A Z7 folott a 1, £2, £3 szdmokat négyzetre emelve
latjuk, hogy a 2-bdl vonhaté négyzetgyok (az eredmény £3), a 3-bdl viszont nem. Ezért
ebben az esetben a fenti els6 felbontds fog miikddni:

o1+ 1= —6x— D2 +6x —1).

E két tényezd ismét irreducibilis. Végiil Z1; folott a 3-nak lesz négyzetgyoke (a £5), és
igy itt a fenti masodik felbontés adja a megoldast:

=102+ 1= (x> =10x + D(x2+10x + 1).

AKki jaratos szdmelméletbdl a kvadratikus maradékok elméletében (azaz tud banni az Ggy-
nevezett Legendre-szimbélumokkal), az konnyen végiggondolhatja, hogy tetszéleges p > 3
prim esetén a 2, 3, 6 szamok koziil mindig pontosan egy lesz, amelybdl négyzetgydk vonhaté
modulo p. Emiatt a fenti harom felbontés egyike mindig miikodni fog, és a kapott két ma-
sodfoki tényezének sosem lesz gyoke. Vagyis minden ilyen p-re az x* — 10x> 4+ 1 € Z plx]
polinom két masodfokd irreducibilis szorzatara bomlik.

Ez azért érdekes, mert a kés6bbiekben latni fogjuk, hogy egy polinom modulo p vizsgélata
sokszor segit az irreducibilitds eldontésében. A 107. oldalon taldlhat6 tdbldzatban szerepel
tobb ilyen mddszer is, de a fenti polinom irreducibilitdsat egyik sem bizonyitja (példdul az
eddigiek alapjan konny( belatni, hogy x* — 10x? 4 1 semmilyen eltoltjira sem alkalmazhat6
az dgynevezett Schonemann-Eisenstein-kritérium).

3.4. Egész egyiitthatés polinomok.

3.4.1. Legyen p felbonthatatlan egész szdm. Ekkor p nem nulla és nem egység Z-ben
(azaz nem *1). Mivel Z[x] egységei is £1 (3.1.7. Gyakorlat), ezért p nem nulla és nem
egység Z[x]-ben sem. Meg kell még mutatni, hogy a Z[x]-beli felbontésai is trividlisak.
Ha p = fg, ahol f, g € Z[x], akkor f és g fokainak Osszege nulla, ezért f és g is
konstans polinom. gy a Z[x]-beli és a Z-beli felbontdsok ugyanazok. Mivel az egységek
is ugyanazok ebben a két gylirliben, a trivialis felbontdsok is ugyanazok lesznek.

3.4.2. Azt a 3.4.4. Kovetkezmény bizonyitdsaban lattuk, hogy minden raciondlis egyiittha-
tds polinom felirhaté r f alakban, ahol r raciondlis szdm, €s f primitiv, egész egyiitthatds
polinom. Tegyiik fel, hogy rf = sh, ahol s is raciondlis szdm, és h is primitiv, egész
egyiitthats polinom. Ekkor h = (r/s) f, vagyis f osztéja h-nak Q[x]-ben. A 3.4.4. Ko-
vetkezmény miatt f | & teljesiil Z[x]-ben is. A szerepeket felcserélve a h | f oszthatésagot
kapjuk, szintén Z[x]-ben. Tehat f és h tényleg asszocialtak Z[x]-ben. Ebbdl az is kovet-
kezik, hogy r és s vagy egyenldk, vagy egymds ellentettjei.
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343.30x° =30 =2-3-5-(x — 1) - (x% + x + 1). Az itt szerepl& tényezdk koziil 2, 3,
5 irreducibilis Z folott, mert Z-beli primek, x — 1 mert primitiv, és Q folott irreducibilis
(1évén elséfoku), végiil x2 4 x + 1 szintén, azért, mert primitiv és QQ folott irreducibilis
(hiszen masodfoku, €s nincs raciondlis gyoke).

3.4.4. A 3.1.7. Gyakorlat szerint R és R[x] egységei ugyanazok. Mivel R nullosztomentes,
egy nem nulla konstans R-beli polinom minden felbontésa csakis nulladfoku, azaz konstans
polinomok szorzatara torténhet. Egy ilyen felbontds akkor és csak akkor trividlis R-ben, ha
R[x]-ben az (mert ugyanazok az egységek).

Ezek az észrevételek eldszor is azt mutatjdk, hogy egy konstans polinom akkor és csak
akkor irreducibilis R-ben, amikor R[x]-ben. Ha tehat R egy elemét R[x]-ben irreducibi-
lisek szorzatara bontjuk, akkor ez egyben egy R-ben irreducibilisek szorzatara torténé fel-
bonts is lesz. Igy R-ben minden nem nulla és nem egység elem irreducibilisek szorzatéra
bonthat6. Mivel az egységek ugyanazok R-ben és R[x]-ben, két R-beli elem akkor és csak
akkor asszocidlt R-ben, ha R[x]-ben az. Emiatt a felbontds R[x]-beli egyértelmiiségébdl
az R-beli egyértelmiiség adodik.

3.4.5. Legyen f nem nulla és nem egység polinom Z[x]-ben. Ha f konstans, akkor a
Z-beli irreducibilisekre val6 felbontdsa megfeleld lesz. Ha nem konstans, akkor felirhaté
Q[x]-beli irreducibilisek szorzataként. A masodik Gauss-lemma (3.4.5. Lemma) miatt fel-
tehetd, hogy ezek a tényezOk egész egyiitthatésak (€s tovabbra is irreducibilisek, hiszen
ezen egy raciondlis szdmmal vald szorzds nem véltoztat). Tehat elég beldtni, hogy egy
egész egyiitthat6s, Q[x]-ben irreducibilis g polinom felbonthaté Z[x]-ben irreducibilisek
szorzatara.

Irjuk fel a g polinomot nh alakban, ahol n egész szam, és h primitiv, egész egyiitthatds
polinom. Az n-et felbonthatjuk a Z-beli alaptétel szerint, a h pedig irreducibilis lesz Z
folott, mert primitiv, és Q folott irreducibilis.

3.4.6. Legyen f = mfyés g = kgo, ahol fj és go primitiv polinomok. Az m és k egész sza-
mokat Z-ben, az f és go polinomokat Z[x]-ben felbonthatjuk irreducibilisek szorzatara, ez
utébbiak tényezdi is primitiv polinomok lesznek. A 3.1.11. Gyakorlatban l4ttuk, hogy a ka-
nonikus alakbdl hogyan lehet megkapni a kitiintetett kozos osztét. Ezt alkalmazva adddik,
hogy f és g kitiintetett k6z0s osztdja nh lesz, ahol n az m és k egész szamok legnagyobb
kozos osztdja, h pedig (az elsé Gauss-lemma elsé kovetkezménye miatt) egy primitiv po-
linom (az fy és a go kozos irreducibilis tényezdinek a szorzata). Mindezt Q f6lott nézve a
konstans szorzok nem szamitanak, tehat itt /4 lesz a kitiintetett kozos osztd. Ezért kaphat6
meg h €s n is a leirt médon (itt felhasznaltuk, hogy az nh felbontds lényegében egyértelmi
a 3.4.2. Gyakorlat miatt).

A C[x, y]-ban is mikodik ugyanez, csak nem raciondlis tortekkel, hanem racionalis tort-
fiiggvényekkel kell szdmolni. Vagyis C[x, y] elemeit x polinomjdnak képzelve elvégezhet-
juk az euklideszi algoritmust, az eljarasban fellépd polinomok egyiitthatéi p(y)/q(y) alaka
tortek lesznek, ahol p, g € C[y]. Az f és g egyiitthatéit is C[y]-beli polinomoknak képzel-
jiik, és gy keressiik meg a kitiintetett kozos osztéjukat. Altaldban ha R alaptételes gyfird,
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akkor R[x]-ben miikodik a leirt eljarés, feltéve, hogy R elemeinek mér ki tudjuk szdmitani
a kitiintetett kozos osztdjat.

3.4.7. Ha T test, akkor minden nem nulla eleme egység. Igy nincs benne sem irreducibilis,
sem prim, de az igaz, hogy minden nullatdl és egységtdl kiilonbozd eleme egyértelmiien
felbonthat6 irreducibilisek szorzatdra. (Aki nem hiszi, hozzon ellenpéldat: mutasson egy
olyan nem nulla és nem egység elemet 7-ben, amely nem bonthat6 fel, vagy a felbontdsa
nem egyértelmd. Senki nem tud ilyen ellenpéldat hozni, mert mar nem nulla és nem egység
elemet sem fog taldlni egy testben.)

Annak bizonyitdsaban, hogy alaptételes gytrt feletti polinomgytri is alaptételes, ki-

hasznéltuk, hogy test folotti polinomgyfird alaptételes (a Q[x]-ben hasznéltuk az alaptételt,
amikor Z[x]-et vizsgéltuk), tehat erre nem kaptunk dj bizonyitést.

3.5. Irreducibilitas a racionalis szamtest folott.

3.5.1. Az allitas kozvetlen szamoldéssal is igazolhat6 (egy rx" = fg felbontds tényezdiben
a legmagasabb és legalacsonyabb foku tagok vizsgélatdval, a 3.1.25. Gyakorlat mintdjara).
Elegansabb azonban a kovetkezd gondolatmenet. A 7' [x] alaptételes gy(ird, amelyben az x
irreducibilis polinom (hiszen els6foku). Tehat rx” kanonikus alakban van, és igy oszt6i az

x legfeljebb n-edik hatvanyainak asszocidltjai (1asd 3.1.11. Gyakorlat, (2) pont).

3.5.2. Tegyiik fel, hogy az f(x) = ag + - - - + a,x" polinom és a p primszam teljesitik a
feltételeket, de f mégsem irreducibilis QQ f6lott, vagyis az f-nél alacsonyabb foku, racio-
nalis egyiitthatos g(x) = by + - - - + bpx* ésh(x) = co+ - - + coxt polinomok szorzatara
bonthat6 (igy k, £ < n). A masodik Gauss-lemma (3.4.5. Lemma) miatt feltehetjiik, hogy
g és h egész egyiitthatos.

Mivel a,, = bycy, a by és c¢ egészek egyike sem oszthat p-vel. Ugyanakkor ag = boco,
és mivel ag oszthaté p-vel, de p’-tel nem, a by és ¢y szdmok koziil pontosan az egyik
oszthat6 p-vel. Szimmetriaokokbdl (g €s h esetleges cseréjével) feltehetjiik, hogy ez a by.

Haladjunk végig a g polinom egyiitthatdin a by-t6l kezdve addig, amig p-vel oszthatéd
szamot latunk. Legyen i az els6 olyan index, amelyre b; nem oszthaté p-vel. Ilyen i van,
hiszen by oszthat6 p-vel, de by nem, és persze 0 < i < k. Ekkor az f = gh polinomban az

a; = boc; +bici—1+---+bi_1c1 + bico

egyiitthat6 nem oszthaté p-vel, mert az 6sszeg mindegyik tagja oszthatd vele, kivéve az
utolso tagot. A feltétel szerint f egyiitthat6i oszthatok p-vel, kivéve a,-et. Ezérti = n,
azaz i < k miatt k > n. Ez ellentmond a k < n feltételnek.
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3.5.3. A felsorolt éllitdsok koziil csak (4) és (6) igaz!

(1) Ellenpélda: x> + 1 mod 2 véve.

(2) Ellenpélda: 2x? + x mod 2 véve.

(3) Ellenpélda: 3x mod 5 véve.

(4) Ez az dllitas igaz, és a jelenség mar a Schonemann-Eisenstein kritérium bizonyi-
tdsdban is elgjott. Tegyiik fel, hogy f reducibilis, ekkor a masodik Gauss-lemma
miatt felbonthaté a néla alacsonyabb foku, egész egyiitthatdés g és h polinomok
szorzatara. Amikor egy polinomot mod p vesziink, akkor a fokszdma nem n&het
(de csokkenhet, ha a f6egyiitthat6ja p-vel oszthatd). Tehat ha az f = gh felbontast
mod p vessziik, akkor

zr(@®@ < er(g) < gr(f) = gr(f),

és ugyanigy gr(h) < gr(f). Tehat mod p is nemtrivialis felbontast kapunk.
(5) Ellenpélda: 2x + 1 mod 2 véve, k = 1.
(6) Ezigaz, és a bizonyitds ugyanaz, mint a (4) pontban.

3.5.4. Ha az f polinomot szorzattd lehet bontani: f = gh, akkor az 6sszes eltoltjait is
ugyanugy szorzattd bonthatjuk, hiszen f(x+c) = g(x+c)h(x+c) is teljesiil. Megforditva,
ha f(x + c) felbonthat6, akkor az x — x — c helyettesitéssel f egy felbontasat kapjuk.

Altalaban egy T test folott az x — ax + b helyettesitésrél is ugyanezt mondhatjuk el.
Ennek is van ,,inverze”: az f(ax + b) polinom egy felbontdsabdl az x helyébe x /a —b/a-t
irvaaz f egy felbontdsat kapjuk. Fontos megjegyezni, hogy ekézben a szerepld polinomok
foka nem valtozik, és igy nemtrividlis felbontasb6l mindig nemtrividlis felbontds adodik.

o

Az 4llitas azon mulik, hogy f(x) — f(ax +b) a T[x] polinomgy{irlinek 6nmagara mend,
kolcsondsen egyértelmd, mivelettartd leképezése (azaz izomorfizmusa). Ez a megkozeli-
tés azért kényelmesebb a fentinél, mert nem kell azzal foglalkoznunk, hogy a felbontasok

o

trividlisak-e! Csak ennyit kell mondanunk: az irreducibilis elem fogalmét a gy(irli miiveletei
segitségével definidltuk, tehat izomorfizmusndl irreducibilis elem képe irreducibilis lesz.

Ezen a médon azt is lathatjuk, hogy ha nem test fol6tt vagyunk, hanem példdul Z[x]-ben,
akkor az ,,invertdlhat6” helyettesitések, példaul az x — x + ¢, meg6rzik az irreducibilitast.

355. Az f(x) = 1 +x +--- + xP~! polinomba x + 1-et helyettesitve a féegyiitthat6ja
nem véltozik, tovdbbra is 1 marad. Az f(x + 1) konstans tagjit az x = 0 helyettesitéssel
kaphatjuk meg, ltjuk, hogy ez f(1) = p, ami p-vel oszthatd, de p>-tel nem. Azt kell még
belatni, hogy az f(x + 1) polinom 6sszes nem f6 egyiitthatdja p-vel oszthatd, vagyis hogy
ezt a polinomot mod p véve x? —1 adédik. Ezért dttériink Z plx]-re.

Az ismert azonossag (vagy a mértani sor Osszegképlete) miatt

x4+ DP -1
p=l =17 -
I+x+D+---+x+1 GrDh_1°
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Mivel Zp[x]-ben tagonként lehet p-edik hatvdnyra emelni (3.3.8. Feladat), ez tovabb igy
alakithat6:
x+DP—1 xP4+17 -1

-1
x+D—1 x ’

xp

Igy az 4llitast belattuk.

3.5.6. Tegyiik fel, hogy 6x*+3x 41 = f(x)g(x), ahol f és g legfeljebb harmadfokd, nem
konstans polinomok; a masodik Gauss-lemma miatt feltehetd, hogy egész egylitthatdsak.
Vegyiik ezt a felbontdst modulo 3. Ekkor a baloldal a konstans 1 polinom lesz. Mivel Z3
nullosztomentes, az f és g is nem nulla konstans polinomma vélik mod 3 véve. Egyik
sem volt konstans eredetileg, tehit mindkett6 féegyiitthat6ja harommal oszthat6 kell, hogy
legyen. De akkor szorzatuk féegyiitthat6ja oszthato kilenccel, ami nem igaz: ez a f6éegyiitt-
hat6 ugyanis 6.

3.5.7. Az el6z6 gyakorlat megoldésa sz6 szerint elmondhatd. Az f-et mod p véve konstans
polinomot kapunk, mert minden egyiitthat6ja p-vel oszthatd. Ez a konstans nem nulla, mert
az f konstans tagja nem oszthaté p-vel. Az el6z6 gyakorlat gondolatmenete szerint ekkor
f f6egyiitthatéja p2-tel oszthatd lenne.

7 z

3.5.8. Mindkét allitas bizonyitdsanak kulcsa a kovetkezd észrevétel:
X"f(1/x) = x"(@n/x" + - +ai/x +ap) = an + - +ax"" +apx" = g(x).

Innen azonnal létszik, hogy a g gyokei pont az f gyokeinek a reciprokai (a nulla egyik
polinomnak sem gyoke, mert ag és a, nem nulla). Ha b € T az f-nek k-szoros gyoke, és
igy f(x) = (x — b)*h(x), akkor

g(x) = x"f(1/x) = x*((1/x) — b)"x"—kh(l/x) = ((1/b) - x)kbkx”_kh(l/x) ,

ahol b*x" K1 (1/x) is polinom, mert i foka n—k. Ezért 1 /b legaldbb k-szoros gydke g-nek.
Ha 1/b a g-nek {-szeres gyoke, akkor tehdt £ > k. Mivel f és g szerepe szimmetrikus,
ugyanigy adédik, hogy k > £, és igy a két multiplicitds megegyezik.

Ha f(x) = p(x)g(x), ahol p € T[x] fokak < n, és g € T[x] foka ¢ < n, akkor

g(x) = xXFp(1/x) - x*q(1/x)

a g-nek lesz felbontdsa ugyanilyen foku polinomok szorzatara, és igy g is reducibilis. Az
f és g szimmetridja miatt tehat ez a két polinom ugyanakkor irreducibilis.

3.5.9. A megoldds ugyanaz, mint az x* + x> + x + 1 polinom esetében, mert annal a
szamoldsnal az x2-es tag egyiitthat6jabdl kapott egyenletet nem hasznaltuk ki. De most
mas megoldas is kindlkozik: ez a polinom Z, folétt irreducibilis (3.3.7. Gyakorlat), és
mivel a féegyiitthatéja pératlan, irreducibilis Q folott is (14sd 3.5.3. Gyakorlat, (4) pont).
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3.5.10. Csak olyan primszdmokat érdemes nézni, amelyek a polinom nem f6 egyiitthat6-
inak k6z6s oszt6i. Igy az x!' + 2x + 18 esetében csak a p = 2 jon széba, és ez meg is
felel, mert a 18 is paros, de nem oszthaté p?> = 4-gyel. Ezért ez a polinom irreducibilis Q
folott (és mivel primitiv, Z folott is). Az x!! + 2x + 12 polinomnal is csak a p = 2 jon
szOba, de ez sem megfeleld, mert 4 osztdja a konstans tagnak, azaz 12-nek. Erre a poli-
nomra tehat nem alkalmazhaté a Schonemann-Eisenstein-kritérium. Ebbdl azonban nem
kovetkezik, hogy a polinom reducibilis! Az irreducibilitist ezen a médon nem sikertilt
eldonteni, tehdt egy masik modszerrel kell prébalkoznunk.

Ugyanigy folytatva l4tjuk, hogy x'! + 12x + 5 esetében sem alkalmazhat6 a kritérium
(most nincs is k6z6s primosztéja a nem f6 egyiitthatéknak). Az x'! + n polinomra akkor
és csak akkor alkalmazhaté a kritérium, ha az n szdm kanonikus alakjaban van olyan prim,
ami az elso kitevon szerepel. Vagyis n = 24 megfelel6 (p = 3), de n = 72 nem.

3.5.11. Komplex folott pontosan az els6fokd polinomok irreducibilisek, tehat a harom
felsorolt polinom egyike sem az. Valds folott az els6foku polinomok mellett azok a mé-
sodfokuak irreducibilisek, amelyeknek nincs valés gyoke. Ezért x2 + x + 1 irreducibilis,
de x” + x + 1 és x> — 2 nem az.

Mivel Z £616tt egy nem konstans polinom akkor irreducibilis, ha primitiv, és irreducibilis
Q folott, 3x7 + 6x — 18 nem irreducibilis Z folott. A tobbi (3)-beli polinom primitiv, és
igy a feladatban felsorolt 0sszes polinomot a QQ folotti irreducibilitds szempontjabdl kell
megvizsgalni; a megoldas hatralévd részében az ,irreducibilis” és ,,reducibilis” szavakat
ebben az értelemben hasznéljuk.

Noha korosztdsi polinomokrél még nem volt sz6, egy esetleges késdbbi ismétlés ked-
véért megjegyezziik, hogy az alabbiakban szerepld polinomok koziil ®35(x) = x!¢ + 1,
®po(x) = x* — x% 41 és dg(x) = x* + 1 korosztasi polinomok, és gy a 3.9.4. Tétel miatt
(is) irreducibilisek.

3x7 — 6x° + 6x2 4 3x — 2: irreducibilis, forditott Schénemann-Eisenstein ( p =3).

3x7 4 x% 4 6x2 + 2x — 2: reducibilis, a —1 gydke (ez a racionalis gyokteszt segitségével
taldlhat6 meg).

3x7 — 6x% + 6x2 + 2x — 2: irreducibilis, Schonemann-Eisenstein ( p=2).

x16 + 1: irreducibilis, x — x + 1 helyettesités utdn Schonemann-Eisenstein p = 2-re.
Ennek kiszamitdsat a 3.5.5. Feladat mintdjara érdemes elvégezni (lasd 3.9.18. Gyakorlat).

x 16+ 2: irreducibilis, Schonemann-Eisenstein ( p=2).

x* — 14x2 + 9: irreducibilis, a 3.3.10. Feladat médszerével. A gydkei /2 £ /5.

x* — x2 + 1: irreducibilis, a 3.3.6. Gyakorlat médszerével. A gyokei a tizenkettedik
primitiv egységgyokok, az R feletti felbontdsa (x2 — v/3x + 1)(x2 + +/3x + 1).

3x7 4+ 6x — 18: irreducibilis, Schénemann-Eisenstein ( p=2).

x> + 4: irreducibilis, x — x + 1 helyettesités utdn Schonemann-Eisenstein (p = 5).

x3 4+ 9: irreducibilis, mert harmadfokd, és nincs raciondlis gydke (az egyetlen valds
gyoke a — /9, irraciondlis szam).

x3 + 3: irreducibilis, Schonemann-Eisenstein p = 3-ra.
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10 5

x19 — x> 4 1: reducibilis, x> — x + 1 osztéja. Ezt tigy lehet megtallni, hogy y = x
helyettesitéssel megkeressiik a gyokoket. Mivel y? —y +1 = 0, az y a két primitiv hatodik
egységgyok, n és ny egyike lesz, ezekbdl kell 6tddik gyokot vonni. De n? = és ng =y,
igy x10 — x3 4 1-nek is gyoke 7 és 1y, tehét oszthaté (x — 1) (x —n2) = x> — x + 1-gyel.

x19 4 10: irreducibilis, Schénemann-Eisenstein (p=2).

x* 4 25: irreducibilis, a 3.3.6. Gyakorlat eredménye szerint.

x% + 2: irreducibilis, Schénemann-Eisenstein ( p=2).

x*+4x +1: irreducibilis, x — x + 1 helyettesités utdn Schonemann-Eisenstein (p = 2).

x* — 2x + 1: reducibilis, az 1 gyoke.

2x* 4+ 2x% + 1: irreducibilis, forditott Schonemann-Eisenstein ( p=2).

x% — 10x + 10: irreducibilis, Schénemann-Eisenstein ( p=>5).

x% 4 x3 4+ x%41: irreducibilis, ez a 3.5.2. Példdban szerepls polinomhoz tartozé reciprok
polinom (1asd 3.5.8. Feladat).

x*+42x+27: irreducibilis, x — x+1 helyettesités utin Schonemann-Eisenstein (p = 2).

x® + 1: reducibilis, az ismert azonossag szerint x24+ D= x2+1).

x3 4 7x — 3: irreducibilis, mert harmadfokd, és a racionélis gyokteszt miatt nincs racio-
nalis gyoke.

x* 4 3x3 4 x% + 1: reducibilis, a —1 gyoke.

3.5.12. Legyen h tobbszorose f-nek Z[x]-ben. Megmutatjuk, hogy f(x) | f (x + h(x)).
Val6ban, ha f(x) = ag + - - - + a,x", akkor

£l +h@) = £00) = (@0 — ao) + -+ + an(x +h(x))" = apx".

Aza—b | ak — bk dsszefiiggés miatt (x +h(x))* — xk oszthatd x +h(x) — x = h(x)-szel,
és igy f(x)-szel is. Ezért f(x) | f(x + h(x)) — f(x), ahonnan f(x) | f(x + h(x)).

Ebbdl mér lathatjuk, hogy a keresett f polinom nem létezik. Az f nem lehet konstans,
mert akkor f (g(x)) is az, és igy nem irreducibilis QQ folott. Ha viszont f nem konstans,
akkor az el6z6 bekezdésben bizonyitott allitds 4(x) = xf(x) és g(x) = x +h(x) vélasztas-
sal ellentmonddsra vezet: ekkor f (g(x)) =f (x + h(x)) oszthatd f-fel, €s igy csak akkor
lehetne irreducibilis, ha f konstansszorosa lenne, de a foka nagyobb f fokdnal: pontosan
(gr(f) + D)gr(f), mert kompozicid foka a tényezk fokainak szorzata.

3.5.13. Az f(x,y) = x? + x>y + (> + y) mér rendezve van x hatvanyai szerint, a nem
nulla egyiitthaték 1, y3, y? + y relativ prim polinomok C[y]-ban, hiszen az 1 kozottiik van:
minden normélt polinom nyilvanvaléan primitiv.

A Schonemann-Eisenstein alkalmazhat6 f-re, mint x polinomjara, a p = y vélasztdssal.
Ez a p prim lesz C[y]-ban, hiszen a C[y] alaptételes gy{ir(i, amelyben az y elséfokd, és
igy irreducibilis polinom (hiszen C test). A fenti egyiitthatok mindegyike y-nal oszthatd,
kivéve a féegyiitthatét, vagyis az 1-et, és y> nem osztéja a konstans tagnak, azaz y>+ y-nak.

A Schonemann-Eisenstein tétel minden alaptételes gy(ird folott ugyantigy bizonyithatd, és
igy f irreducibilis a C[y] elemeinek a hanyadosaibdl allé gyird folott.
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Mivel f, mint x polinomja, primitiv, a 3.4.6. Tétel dltaldnos valtozata miatt f irreduci-
bilis lesz C[y] folott is, azaz C[x, y]-nak ez egy irreducibilis eleme.

3.5.14. Tegyiik fol, hogy 4 =a+b «3/5, és legyen f az x> —2 és az x> —ax —b polinomok
Kitiintetett k6zos osztéja. Mivel x> — 2 a Schénemann-Eisenstein miatt irreducibilis Q
folott, és f | x> — 2, ezért f vagy konstans, vagy x> — 2 konstansszorosa. Ez utébbi
lehetetlen, mert f osztéja a masodfokd x> — ax — b polinomnak, és igy foka legfeljebb
ketts. Tehat f nem nulla konstans polinom.

Az f polinom C folétt is kitiintetett kozos oszté (3.2.3. Gyakorlat). Az x> — 2 és az

x? — ax — b polinomoknak 2 kozos gydke, és ezért ez gyoke f-nek is (3.2.6. Allitds).

Ez lehetetlen, mert f konstans polinom.

3.6. A derivalt és a tobbszoros gyokok.

3.6.1. A derivaltja 6x° + 5x* + 20x% + 12x2 + 16x + 4, ennek és az eredeti polinomnak
a kitiintetett k6zos osztéja az euklideszi algoritmussal kiszdmolva x2 + 2. Tehét f-nek két
t6bbszords gyoke van, ezek x2 + 2 gydkei, vagyis £+/2i, mindegyik kétszeres.

3.6.2. A 3x? jelentése x> + x2 + x2. Ezt a polinomok kozotti miveletek definiciéja
szerint tigy kell kiszdmitani, hogy az x? egyiitthat6jat (amit nem frtunk ki, mert az ér-
téke 1), onmagdval kell haromszor 0sszeadni. Ez az egyiitthat6 a Z, gy(ri eleme, amely-
ben 1+, 1 45 1 = 1. Ezért 3x%2 = 1x% = x2. Sz6 sincs tehdt arrdl, hogy 3x2 azért lenne
x-szel egyenld, mert mindegyik x € Zj-re ugyanazt az értéket veszi fol.

A madsodik gondolatmenetben az a hiba, hogy Osszekeveredik a polinom és a polinom-
fiiggvény fogalma. Az idézGjeles gondolatmenet csak azt bizonyitja, hogy az x2 és x poli-

nomokhoz tartozé polinomfiiggvények egyenldek. A Z[x] polinomgytr(iben az x hataro-
zatlannal formdlisan, az egyiitthatéival modulo 2 kell szdmolni.

Ez a példa azt is mutatja, hogy Z; folott nincs értelme polinomfiiggvény derivéltjardl be-
sz€Ilni. Hiszen mi is lenne az identikus leképezésnek, mint polinomfiiggvénynek a derivaltja?
Ezt a polinomfiiggvényt az x és az x> polinom is megvaldsitja. Ezeknek a derivaltja 1, illetve
2x = 0, és az ezekhez tartoz6 polinomfiiggvények kiilonbozsk. Széval akkor az identitds
derivaltja konstans 1, vagy konstans 0 legyen?

3.6.3. Ilyen példaul x° + x® a Z, folott. A 3.6.3. Allitas bizonyitasabdl latszik, hogy
altaldban olyan f(x) = (x — b)gq(x) polinomot érdemes keresni, amelyre 8¢ (b) = 0 (de
q(b) és g’ (b) nem nulla).

3.6.4. Tegyiik fel, hogy b az f-nek pontosan ¢-szeres gyoke, ahol tehat £ > 1. Ekkor
(a 3.6.4. Tétel szerint) f’'-nek a b pontosan £ — 1-szeres gyoke. Tehdt £ — 1 = k — 1, vagyis
¢ = k. Ez a tétel tehat ,,0nmagdban hordja a megforditasat”.

Az illitas Z, folott nem igaz: az x> +x? polinomnak csak kétszeres gyoke a nulla, annak
ellenére, hogy ez a polinom derivaltjanak is kétszeres gyoke.
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3.6.5. A 3.6.4. Tétel ismételt alkalmazdsaval vilagos, hogy ha b az f-nek legaldbb k-szoros
gyoke, akkor a k—1-edik derivéltjanak legalabb egyszeres gyoke, €s igy kozos gyoke f-nek
és a k — 1-edik derivéltjdnak.

Az 4llitds megforditasa még C folott sem igaz. Példaul az x> + x polinomnak az x csak
egyszeres gyoke, de a masodik derivaltnak szintén gyoke.

Ha azt tessziik fel, hogy b gyoke az f els6 k — 1 derivaltjanak, és C f6lott vagyunk, akkor
az el6z6 gyakorlat allitdsdnak az ismételt alkalmazasaval addédik, hogy f-nek b legalabb k-
szoros gyoke. Ugyanez Z, folott nem igaz: ismét x> + x? lesz ellenpélda k = 3 esetén.

3.6.6. Ha egy b komplex szdam az f-nek k-szoros gyoke, akkor f’-nek k — 1-szeres gyoke.
Vagyis az x —b irreducibilis polinom kitevdje az f kanonikus alakjdban k, az f’-ében k — 1.
A Kitiintetett k6z6s 0szt6 képlete szerint tehédt x — b kitevdje (f, f')-benis k — 1, azaz b az
(f, f))-nek is pontosan k — 1-szeres gyoke. Igy fi = f/(f, f')-ben az (x — b) irreducibilis
tényezo kitevdje k — (k — 1) = 1 lesz. Mds szdval fi gyokei ugyanazok, mint az f gyokei,
de mindegyik egyszeres, és persze fi is raciondlis egyiitthatds (a 3.2.3. Gyakorlat miatt).

Ezt a gondolatot alkalmazhatjuk f helyett az (f, f’) polinomra is. Mivel ennek gyokei
éppen az f legalabb kétszeres gyokei, ezért egy szintén raciondlis egyiitthatés f polino-
mot kapunk, amelynek gyokei az f legaldbb kétszeres gyokei, de mindegyik csak egyszer.
Nyilvan g1 (x) = f1(x)/f2(x) egy olyan raciondlis egyiitthatés polinom, amelynek gyokei
az f egyszeres gyokei, mindegyik egyszer.

Ezutan az 4llitast k szerinti indukciéval bizonyithatjuk, a k = 1 esetet most lattuk be. Ha
k — 1-re mér tudjuk az allitast, akkor alkalmazzuk ezt az (f, f') polinomra. Igy egy olyan
h(x) € Q[x] polinomot kapunk, amelynek gyokei pont az (f, f’) polinom k — 1-szeres
gyokei, mindegyik egyszer. De akkor & a keresett g; polinom, hiszen egy komplex szam
akkor és csak akkor k-szoros gyoke f-nek, ha k — 1-szeres gyoke (f, f')-nek.

3.6.7. Ha f = g°h, akkor a szorzat derivaldsi szabélya szerint (g2)" = 2gg’, és igy
f'=@h+g'h =gg'h+gh).
Ezért g k6z0s osztdja f-nek és f’'-nek.

Az x" — 1 derivéltja nx"~!. Ha p nem osztéja n-nek, akkor ez nem a nullapolinom
Zp[x]-ben, és igy minden osztdja sxk alakd, ahol 0 # s € Z, (lasd 3.5.1. Gyakorlat). De
sxk csak akkor lehet osztéja x" — 1-nek, ha konstans (azaz ha k = 0), mert x"” — 1-nek
nem gyoke a 0. Ezért (p 1 n esetén) x” — 1 relativ prim a derivéltjdhoz, és igy nem lehet

tobbszoros tényezdje.
Ha viszont p | n, mondjuk n = pm, akkor Z,[x]-ben
xX"—1=u"-1DP.
Ez kozvetleniil adédik abbdl, hogy Z,[x]-ben tagonként lehet p-edik hatvinyra emelni
(3.3.8. Feladat). Ugyanis ekkor (x™ — 1)? = x" + (—1)P,és p > 2 esetén (—1)? = —1,
mert p pératlan, ha meg p = 2, akkor (—1)2 = 1, de ez —1 is, mert Zr-ben —1 = 1.
Vagyis x" — 1-nek pontosan p | n esetén van tobbszoros tényezdje.
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3.6.8. Legyen f € S[x] egy S folott irreducibilis polinom, ahol § test, és legyen & € S[x]
az f és f’ Kitiintetett k6z0s osztéja. Tegyiik fel, hogy f-nek van tobbszords gyoke egy
S-nél b&vebb T testben. Ekkor ( f, f’) ebben a nagyobb testben kiszdmitva nem konstans.
A 3.2.3. Gyakorlat szerint azonban f és f” kitiintetett k6zos osztéja nem fiigg att6l, hogy
melyik testben szamitjuk ki. Tehat 2 nem konstans, és mivel oszt6ja az irreducibilis f
polinomnak, i és f asszocidltak S[x]-ben. Ugyanakkor i | f’, vagyis beldttuk, hogy
f | f'.Ha f' # 0, akkor f’ foka kisebb f fokndl, és igy f nem oszthatja f’'-t. Tehat csak
az f' = 0 eset az, ami egyaltaldn elGfordulhat.

Ha S = Q, akkor ez lehetetlen, hiszen ekkor f konstans polinom lenne, marpedig f-rél
foltettiik, hogy nem konstans (hiszen irreducibilis).

Ha § =7Z,,és f(x) =ap+ -+ a,x", akkor

F'(x) = a1 + 2a0x + 3a3x* + - -+ na,x" ' =0

akkor és csak akkor teljesiil, hogy f pdratlan index( egyiitthat6i nulldval egyenldk, vagyis

fx) =ap+ax®+ -+ apx**
alakd. Vegyiik észre, hogy aiz = q; (hiszen a; € Zj). Mivel Z, folott tagonként lehet
négyzetre emelni (3.3.8. Feladat),

f(x) = (ap + apx + - - - + ayx®)?.

Ez ellentmond annak, hogy f irreducibilis. Tehat ilyen f polinom Z, fol6tt sincs. Meg-
jegyezziik, hogy ugyanez a gondolatmenet Z, helyett sz6 szerint ugyanigy Z,[x]-ben is
elmondhaté.

3.6.9. Erdemes 4ltaldban meggondolni (példdul n szerinti indukciéval), hogy

fifae ) =D fi o ficif fir oo fa
i=1

Ennek az allitas specidlis esete, amikor f;(x) = x — b; (pontosabban még minden meg van
szorozva c-vel). A mdsodik 4llitas az els6bdl a b; behelyettesitésével adddik, hiszen csak
egyetlen tagja lesz az 0sszegnek, ami nem (feltétleniil) valik nulldva.

3.6.10. Mivel f legaldbb masodfokd, f’ legaldbb elsGfokd, és igy az algebra alaptétele
miatt van egy komplex b gyoke. Ekkor ¢ = — f(b) megfelel6 lesz. Ehhez a 3.6.5. Kovet-
kezmény miatt elég megmutatni, hogy b kozos gyoke f(x) — f(b)-nek és a derivaltjanak.
Ez azonban nyilvadnval6, hiszen ez a derivalt f/(x).

3.6.11. Az f(x) a c értéket akkor és csak akkor veszi fel n-nél kevesebb helyen, ha az
f(x) — ¢ polinomnak n-nél kevesebb komplex gyoke van, azaz ha van tobbszords gyoke.
Ez azt jelenti, hogy van egy k6z0s b gyoke a derivaltjaval, ami f’(x). Tehat f'(b) = 0, és
f(b) = c. Tehat a kivételes ¢ értékek szama legfeljebb annyi, mint f” komplex gyokeinek
a szama, ami legfeljebb n — 1, hiszen f’ egy n — 1-edfoku polinom.
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3.7. A rezultans és a diszkriminans.

3.7.1. A determindnst példdul az utolsé sora szerint kifejtve

a b ¢
R(f, f)=1|2a b 0| = (=2a)(=2ac)+ b(ab — 2ab) = 4a*c — ab*.
0 2a b

A diszkrimingns a 3.7.6. Definicié szerint ennek (—1)! /a-szorosa, azaz tényleg b> — 4ac.
A 3.7.8. Allitas szerint ez akkor és csak akkor pozitiv, ha minden gydk egyszeres, és a nem
valés gyokok szama néggyel oszthatd. Mivel maximum két gyok van, ez a szam csak dgy
lehet néggyel oszthatd, ha nulla, vagyis mindkét gyok valds. A diszkrimindns akkor és csak
akkor nulla, ha a polinomnak egyetlen, kétszeres gyoke van. Ez természetesen csak valds
szam lehet, hiszen kiilonben a konjugdltja egy tjabb gyodke lenne a polinomnak.

3.7.2. A diszkriminans (a sok nulla miatt a determindnst ismételt kifejtéssel kiszdmolva)

1 0 p g O
010 p
(—DR(f, fHY==13 0 p 0 0|=—-4p’—274°.
030 p O
0030 p

Ennek a diszkusszidja a 3.8.2. Tételben taldlhato.

3.7.3. Az els6 egyenletrendszerben a két egyenletet y polinomjdnak tekintve a rezultdnsuk

x—1 x+1 =2 0
rx) = 0 x—1 x+1 =2
x—1 X —1 0
0 x—1 X —1

=2(x — 1)2.

Tudjuk, hogy ha (x1, y;) k6zos gyoke az eredeti két egyenletnek, akkor x| gyoke a rezul-
tdnsnak. A rezultdnsnak csak az x = 1 gyoke. Azonban ez nem biztos, hogy kdzos gyokbol
szarmazik, hiszen a rezultans akkor is nulla, ha a,, = b,, = 0 (és jelenleg ez teljesiil, hiszen
an = by, = x —1). Tehat az x = 1 értéket ,,kézzel” kell megvizsgédlni. Ha x = 1, akkor
az elsd egyenlet a 2y — 2 = 0, a mésodik az y — 1 = 0 alakot 6lti. Ezeknek y = 1 kozos
gyoke, és igy az egyenletrendszer egyetlen megoldasa (x, y) = (1, 1).

A masodik egyenletrendszer esetében a rezultdns 1 — x lesz. Az érvelés most is ugyanaz,
de most az x = 1 hamis gyok, mert ezt visszahelyettesitve a 2y = 1 és y = 1 egyenle-
teket kapjuk, €s ezeknek nincs kozos gyoke. A masodik egyenletrendszernek tehat nincs
megoldasa.

A harmadik egyenletrendszerben el6szor x-et tekintjiik véltozonak. Az elso két egyenlet
rezultdnsa f(y,z) = y4 — 2z + 2)y2 —y+ (z2 + 7). Szimmetriaokokbdl az elsé és a
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harmadik egyenlet rezultdnsa (y és z cseréjével) g(y, z) = V2 (=222 4+ D y+(z* -2z —2).
Az f és g rezultdnsa, rogton szorzattd alakitva

P2+ DYz — D2z -2 +22+2)(2 22— 1).

Azt gondolhatnank, hogy ennek mindegyik gyoke megolddshoz vezet, hiszen végig nor-
malt polinomok rezultansét vettiik, a féegyiitthatoknak nem volt gyoke, és igy nem johetett
be ,.,hamis” gyok. De ez tévedés! Példaul a z = 2 gydke a fenti polinomnak. Ez annyit
jelent, hogy az f(y,2) ésa g(y, 2) polinomoknak van k6zos gyoke. Valéban van: az y = 1
(és csak ez). Tehat ha y = 1 és z = 2, akkor az egyenletrendszer els6 két egyenletének is
kell legyen k6zos gyoke x-re. Van is: az x = —2 (és mds nem). Ugyanigy a masodik két
egyenletnek is kell legyen kozos gyoke, ez viszont csak az x = —2 lesz. Ez az oka annak,
hogy a z = 2 végiilis nem vezet az egyenletrendszer megoldéasidhoz.

Az Osszes gyokot ugyanigy végigszdmolni nagyon faradsdgos volna. Egyszertibb meg-
oldashoz vezet, ha az f polinom helyett az egyenletrendszer médsodik és harmadik egyen-
letének a rezultdnsat szamoljuk ki, ez h(x, y) = y> + y — (z*> +2). A g és a h rezultdnsa
ugyanis

e+ D@ -22-1)
(ezt szorzattd alakitani is sokkal egyszerilibb, mint a fenti polinomot, hiszen csak a racio-
nalis gyoktesztre van ehhez sziikség). A fentiek szerint ennek is valamennyi gyokét ellen-
Orizni kell. A végeredmény a kovetkezd: a megolddsok egyrészt azok, ahol két ismeretlen
értéke nulla, a harmadik pedig — 1, masrészt azok, ahol x = y = z a zZ — 2z — 1 egyenlet
valamelyik gyokével (azaz 1 + +/2-vel) egyenld.

3.8. A harmad- és negyedfoki egyenlet.

3.8.1. Tegyiik fol elszor, hogy b*> — 4ac = 0. Ha a # 0, akkor b> — 4ac a polinom
diszkrimindnsa. Mivel ez nulla, van kétszeres gyok, igy a polinom a(x — «)? alakd. Itt
persze az a € C szambdl is vonhat6 négyzetgyok. Ha viszont a = 0, akkor b = 4ac miatt
b = 0, vagyis a polinom konstans, és igy ismét teljes négyzet.

Megforditva, ha a polinom teljes négyzet, akkor vagy egy konstans polinom négyzete,
vagy egy elséfokié. Az elsé esetben konstans polinomrdl van sz6, tehit b> = 4ac = 0.
A madsodik esetben a polinom mésodfoku, és mivel egy els6foki polinom négyzete, van
kétszeres gyoke. Ezért a diszkrimindnsa nulla kell, hogy legyen.

3.8.2.

(1) x* — 6ix —i + 8 = 0: a diszkrimindns szerencsére teljes négyzetté alakithaté:
D = (8—i/2)*>—(2i)° = (8+i/2) Innen u = cos30° +i sin30° és v = 2i /u =
2(cos 60°+i sin 60°), a gyokok (1++/3/2)+(1/2++/3)i, (1—+/3/2)+(1/2—+/3)i
és —2 —1.

(2) x3 4+ 12x — 16/ = 0: itt a diszkrimindns nulla, innen # = 2(cos 30° + i sin 30°),
v = —4/u = 2(cos 150° + i sin 150°), x> + 12x — 16i = (x — 2i)*(x + 4i), azaz
a 2i kétszeres gyok.
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(3) x3 — 21x + 20 = 0: ennél az egyenletnél D = —243, és igy nemtrividlis fela-
dat a kobgyokvonds. Trigonometrikus alakban kozelitdleg elvégezhetjiik (kalku-
latorral végezve a trigonometrikus alakra val6 oda- és visszakonvertélést), ekkor
u = ﬁ(cosa + i sino) addédik, ahol o &~ 40.893°. Az 1.2. Szakaszban ezt az
egyenletet megoldottuk: u értéke val6jaban 2 4 i+/3, a gyokok 4, 1 és —5.

(4) x* + x> + 4x — 3 = 0: a harmadfokd rezolvens 8u> — 4u® + 24u — 28, aminek
szerencsére gyoke az 1. Ennek alapjan az egyenlet két masodfoku polinom szorza-
taként (x> + 1)? — (x — 2)®> = (x> — x + 3)(x? 4+ x — 1) alakban irhat6, gyokei
tehdt (1 £iv/T1)/2és (—1 £ +/5)/2.

3.8.3. A harmadfoki rezolvens (8« — 40)(u% — 1), ennek gyokeiu = 1,u = —1,u = 5.
Ezekbél rendre az x* — 10x2 4 1 polinom kovetkezd felbontésait kapjuk:

4+ D2 = 1202 = (2 = 2V3x + D2+ 2V3x + 1)
(=12 =8x2 = (x* = 2V2x — D(x* +2V2x — 1)
(X2 =52 —24=(x>—5-2V6)(x* —=5+26).
Ezek pontosan a 3.3.10. Feladatban hasznalt felbontasok.

Egy negyedfoki polinomnak négy gyoke van, ezek hdaromféleképpen allithatok pérba, és
igy haromféle felbontdsa van két méasodfoki szorzatira. Altaldban is megmutathatd, hogy
ezek pont a harmadfoki rezolvens harom gyokébdl kaphatdk, a negyedfoki egyenlet megol-
dédsédban leirt médszerrel.

3.8.4. Feltehetjiik, hogy az eredeti polinom normadlt. Ha van raciondlis gyoke, akkor egy
els6 és egy harmadfoku szorzatdra bonthatd. Ha a harmadfoku rezolvensnek van racionélis
gyoke, akkor az eredeti polinomot ennek segitségével két mdsodfoki szorzatara bontva
nyilvén raciondlis egyiitthatos tényezdk keletkeznek. Ilyenkor tehét a polinom reducibilis
Q folott.

Megforditva, tegyiik fel, hogy egy negyedfoku, normalt f € Q[x] polinom reducibilis
a raciondlis szamtest folott. Ekkor vagy egy elsd és egy harmadfoku, vagy két masodfokud
polinom szorzatara bonthat. Az els6 esetben van raciondlis gyoke. A masodik esetben
nyilvén feltehetd, hogy f(x) = (x? + vx + w)(x? + sx + 1), ahol v, w, 5,1 € Q. Meg
szeretnénk mutatni, hogy ez a felbontds a harmadfoku rezolvens felhaszndldsaval is meg-
kaphat6, azaz hogy ebben az esetben a harmadfoku rezolvensnek van raciondlis gyoke.

Az f(x) = x*+ax®> +bx?>+cx+d = (P +vx+w) (x> +sx+1) egyenl8ségbdl beszorzas
utdn leolvashatdk az a, b, c, d egyiitthatoknak a v, w, s, t-vel kifejezett értékei. Ezutin
a harmadfoku rezolvens képletébe az u = (w + t)/2 kifejezést behelyettesitve v, w, s, ¢-
ben azonossagot kapunk, tehdt a raciondlis (w + #)/2 szdm tényleg gyoke a harmadfoku
rezolvensnek. A részletek kiszamitasat az olvaséra hagyjuk.

A most elhangzott megoldds nagyon szamolds, és az sem vildgos belble, hogyan jut az

ember eszébe pont az u = (w + t)/2 értékkel prébalkozni. Az aldbbi gondolatmenet e két
szempontbdl jobb, bar kicsit talan bonyolultabb.
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A negyedfoki egyenlet megoldasakor latott médszerben f = K> —L? = (K —L)(K +L),
ahol K masodfoki, L els6fokd. Ha ebbdl a fenti felbontast akarjuk megkapni, akkor azt
szeretnénk, hogy K (x) + L(x) = x> +vx+wés K(x) — L(x) = x>+ sx +1¢ teljestiljon.
A két egyenletet Osszeadva, és kettdvel elosztva K (x) = X2 4+ (v + 5)x /2 + (w+1)/2
adédik. Masrészt a negyedfoki egyenlet megolddsakor K (x) = x2 + ax/2 4 u volt, ahol u a
harmadfoku rezolvens gyoke. Ezért kézenfekvd azt kiprébdlni, hogy u = (w + t)/2 tényleg
gyoke-e a harmadfoki rezolvensnek.

Valéjdban ezt a behelyettesitést sem kell elvégezni. Ha ugyanis a fenti két egyenlet ki-
vondsdval L-et is kiszdmoljuk, akkor L(x) = (v — s)x/2 4+ (w — t)/2 adddik. Beszorzdssal
nyilvanvald, hogy f-ben az x3-6s tag egyiitthat6ja a = v+s. gy az aldbbi azonossag teljesiil:

@ = (4 Gep U (U MY
2 2 2 2
Hau = (w+1)/2, akkor tehdt K ugyanaz, mint a negyedfoku egyenlet megolddsaban szerepld
atalakitasban. Ezért a polinom fennmaradé, méasodfoki része is ugyanaz. Képletben:

(U;sx—i-wz_t)zz<2u+6;—2—b)x2+(au—c)x+<u2—d).

Tehét ez a polinom erre az u értékre teljes négyzet, és ezért a diszkrimindnsa nulla (3.8.1. Gya-
korlat). Ez a diszkrimindns pont az egyenlet harmadfoku rezolvense, és igy ennek gyoke
azu = (w+1)/2.

3.8.5. A 3.5.8. Feladat szerint minden n-edfokd f(x) = a,x" + - - - 4 ag reciprok polinom
szimmetrikus a ,,kbzepére”, vagyis a, = ag, a,—1 = ay, és igy tovabb, dltalaban a; = a,,_;.
Ha f foka pératlan, akkor i és n — i koziil egy paros, egy paratlan, és igy a;x’ 4+ a,_;x" /-
nek gyoke a —1. A polinom ilyen tagok 6sszege, tehat annak is gyoke a —1.

A feladatban szerepld x7 + 2x® — x* — x3 + 2x + 1 polinombél az x + 1 gyoktényezst
kiemelve x® + x> — x* — x2 + x + 1 marad. Ennek nem gydke a nulla, és igy gyokvesztés
nélkiil eloszthatjuk x3-nel, vagyis egyenletiink a kovetkezéképpen alakul:

O+ —xt— x4+ x+1 3 1 ) 1 1
(e ) ) - ),
x3 x3 x2 X

Legyen z = x + (1/x), ekkor négyzetre illetve kobre emeléssel

1 1 1
z2:(x2—|——)—|—2 és z3=<x3—|——)+3(x+—).
x?2 x3 X

Ezért egyenletiink a z3 — 3z 4 z> — 2 — z = 0 alakot 6lti. Ez harmadfokd, tehat meg tudjuk
oldani gyokjelekkel. Innen az eredeti polinom gyokeit is megkapjuk, mert ha z = u a fenti
harmadfoku egyenlet valamelyik gyoke (ahol # mér ismert szdm), akkor az x 4+ (1/x) = u
egyenletet x-szel atszorozva mdsodfoku egyenletet kapunk.

Altaldban is konnyen beldthat6, hogy egy péros foki reciprok polinom mindig felirhat6
a z = x 4+ (1/x) polinomjaként. Ezért a gytkeinek a meghatdrozdsa visszavezethetd egy
feleakkora foku egyenlet megoldasara.
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3.8.6. Ezt az egyenletet, a negyedfoku egyenlet megoldasi 6tletéhez hasonldan, két négyzet
kiilonbségére bonthatjuk. Mivel —2x% — 4x — 2 = —2(x + 1)? = (iv/2)%(x + 1), ezért
XS4 Hax+2=(xhH - (i«/ix + i«/i)z =
=t - iv2x — i\/i)(x4 +iv2x + i«/i) .

Tehat csak két negyedfoku egyenletet kell megoldani.

3.9. A Korosztasi polinom.

3.9.1. A harmadik primitiv egységgyokok —1/2 + i~/3/2, a hatodikak 1/2 + i+/3/2, a
tizenkettedikek ++/3/2 =+ i /2. Innen az 4llitds beszorzéssal ad6dik.

3.9.2. A p darab p-edik egységgyok az x” — 1 polinom 6sszes gyoke (és mindegyik egy-
szeres, lasd 2.5.10. Feladat). A 1.5.8. Tétel szerint ezek koziil az 1 kivételével mindegyik
primitiv p-edik egységgyok is, hiszen az 1, ..., p — 1 szdmok relativ primek p-hez. Ezért

xP —1

d,x) = =14+x+--+xP7".

x—1

3.9.3. Ha o(n) = 12, akkor hatvanyai kozott négy tizenkettedrendd, két hatodrendd, két
negyedrendd, két harmadrend(, egy masodrend( és egy elsérendd szdm van. Az adédik,
hogy ®1(x)®2(x)P3(x)P4(x)Pe(x)P1o(x) = x'? — 1. Az osztds elvégzésekor érdemes
a nevezGben minél tobb tényezbt 6sszevonni, mert ezzel a szamolést rovidithetjik. A 6
osztéihoz tartozé korosztasi polinomok szorzata x6 — 1, ezért

x12-1 x12—-1 x0+1 4 2

CI) = = = =
12(x) DDy D3 DeDy (6 — DDs(x)  x2+ 1

3.9.4. Tekintsiik a [ ], a(x) = x" — 1 képletben a fokszdmokat.
3.9.5. A rekurzids képlet alapjan, ha p prim, akkor

® () x”k—l xpk—l
X) = = ,
Pt CDlCDp...CI)pH xP 1

) » Y . _ - k=1 i
hiszen a nevezében szerepld indexek éppen pf—! osztéi. Az y = xP  helyettesitéssel

azonnal latszik, hogy mennyi ennek a tortnek az értéke:
yP =1
y—1

D i (x) = =l4+y+---+y = L4+ xP 2P e
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3.9.6. Legyen n pozitiv, paratlan egész. A 1.5.10. Feladat szerint ha o(¢) = n, akkor
o(—¢) = 2n,éshao(e) = 2n, akkor o(—¢) = n. Ez azt jelenti, hogy € > —e& kodlcsondsen
egyértelml megfeleltetést 1étesit @, és D, gyokei kozott. Mas széval &, (—x) és Doy, (x)
gyokei ugyanazok (és mindegyik egyszeres). Ezért e két polinom egymads konstansszorosa.
A ®,, polinom normadlt, tehat a két polinom egyenl6ségéhez mar csak azt kell megmu-
tatni, hogy (pdratlan n > 1 esetén) ®,(—x) is az. De ez igaz: a ®,(—x) féegyiitthatdja
(—1)*™ = 1, mert a B.0.7. Allités szerint ¢(n) paros szam (kivéve ha n = 1 vagy 2).

3.9.7. Lattuk, hogy ®1(x) = x — 1. Ha p primszdm, akkor a 3.9.2. Gyakorlat miatt
S,(x)=1+x+---+xP —1. A tovdbbi primhatvany-indexii korosztasi polinomok 20-ig a
3.9.5. Gyakorlat alapjan a kovetkezSk: ®4(x) = x>+1, Pg(x) = x*+1, Pig(x) = x8+1,
®g(x) = x04x3+1. Ha az index egy paratlan szdm kétszerese, akkor az el6z6 feladat miatt
Dp(x) = x2—x+1, D1o(x) = x*—x34+x2—x+1, Pra(x) = x0—x+x*—x34x2—x+1,
®13(x) = x% — x3 + 1. Kordbban kiszamoltuk mdr azt is, hogy ®12(x) = x* — x> + 1.
A megmaradt esetek: ®15(x) = 2 —x7 4+ x° —x* +x3 — x + 1 (ezt a rekurziés képletbdl
osztassal kaphatjuk), és ®,g(x) = & 10(x?) (14sd a 3.9.9. Feladatot).

3.9.8. Tudjuk, hogy x"*/¢ — 1 azoknak az x — n gyoktényezbknek a szorzata, ahol 7 rendje
osztdja n/d-nek. Azt kell beldtnunk, hogy a [ | d|n(x”/ d _ 1) képletben o(n) = n esetén
x — n az elsd hatvanyon szerepel, egyébként pedig a nulladikon. Legyen o(n) = m. Ekkor
x"/4 —1-ben x — 1 az els6 hatvanyon szerepel, ham | (n/d), egyébként pedig a nulladikon.
Persze m | (n/d) <= d | (n/m). Ezért a ], (x"/¢ — 1)@ képletben x — 7 kitevSje
Zd|(n/m) u(d). AB.0.10. Allitds miatt ez az 6sszeg 1, han/m = 1, és nulla egyébként.

3.9.9. A feladatra két megoldast adunk. Az els6é rovid szdmolds, ami felhasznélja a
3.9.8. Feladatban bizonyitott Osszefiiggést. A mdsodik bizonyitds hosszabb, de nagyon
tanulsdgos, mert gyakoroljuk éltala az elemrend fogalmat.

Az elsG bizonyitdsban tehdt induljunk ki abbdl, hogy ®,(x) = [, "4 — HHD.
Ebben a szorzatban eltekinthetiink azokt6l a tényezd&ktdl, amelyekre a p(d) kitevd nulla,
hiszen az ilyen tényez6k értéke 1. Tehat csak azok a d | n szdmok az érdekesek, amelyek
csupa kiilonboz6 primek szorzatai. Mivel n minden primosztdja osztdja m-nek is, az ilyen
d szamok m-nek is osztoi. Ezért

ch(x) — l_l(xn/d . 1)M(d) — l_[ ((xn/m)m/d . I)M(d) — cDm(xn/m)
d|n d|lm

(az utols6 1épésben m-re alkalmaztuk a 3.9.8. Feladatban bizonyitott formulat).
A masodik, kézvetlen bizonyitasban a

0,0 = [[ c=m & @, = ] & —e
o(n)=n o(e)=m

képletekbdl indulunk ki. Mindkét képletben konnyen ldthatéan minden gyok egyszeres,
tehat azt kell megmutatni, hogy a két oldalnak ugyanazok a gyokei. Mas szoval, hogy
o(n) = n akkor és csak akkor, ha o(n/™) = m.
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A hatvany rendjének képlete szerint o(n/™) = o(n)/(o(n), n/m). Ha o() = n, akkor
ezn/(n,n/m) = n/(n/m) = m. Megforditva, tegyiik fel, hogy o(n)/(o(n),n/m) = m.
Azaz

o(n) = (o(n), n/m)m = (o(n)m,n) = (m,n/o(n))o().

Itt kétszer hasznéltuk a kitiintetett kozos osztd kiemelési tulajdonsagét. (A masodik esetben
is szabad ezt megtenni, azaz o(n) | n, hiszen ez méar az o(n) = (o(n)m, n) Osszefiiggésbol
kovetkezik.) Azt kaptuk tehat, hogy (m,n/o(n)) = 1. Ha az n/o(n) szamnak lenne egy
p primosztdja, akkor persze p | n, és a feltételiink szerint n primoszt6i mind osztjak m-et,
azaz p | m, ahonnan a p | (m,n/o(n)) = 1 ellentmondds adddik. Ezért az n/o(n) egész
szamnak nincs primosztdja, vagyis n/o(n) = 1, ami a kivant o(n) = n allitast bizonyitja.

7 7z

3.9.10. Az el6z6 feladat alapjan elég a négyzetmentes indexii korosztasi polinomokat is-
merni. Ha ugyanis az n szam tetszbleges, €s az m az n primosztéinak a szorzata, ak-
kor m négyzetmentes, és ®,, ismeretében &,(x) = P, (x™/™) is kiszamithato. Spe-
cidlisan @36(x) = Pe(x%) = x12 —x0 + 1, P7p(x) = Pe(x!?) = x* — x12 41,
Draa(x) = Pe(x?) = xM — x4 4 1, Dpo(x) = Pro(x1%) = x40 — 30 4 520 —x10 41
(itt felhasznéltuk a 3.9.7. Gyakorlat eredményét).

3.9.11. Belatjuk, hogy az n-edik primitiv egységgyokok osszege (n), ahol u a Mobius-
figgvény (B.0.9. Definici0), szorzatuk pedig mindig 1, kivéve az n = 2 esetet, amikor —1.
Az ut6bbi 4llitast az olvasénak érdemes bebizonyitania ugy is, hogy minden primitiv n-edik
egységgyokot parosit az inverzével (ami szintén primitiv n-edik egységgyok). Mi mindkét
allitast a gyokok €s egyiitthatok Osszefiiggésének felhasznalasaval igazoljuk. Ezek alapjan
ugyanis a primitiv n-edik egységgyokok S(n) osszege a @, (x) korosztdsi polinomban a
,feliilr6] méasodik tag”, vagyis az x¥""~!_es tag egyiitthat6janak ellentettje, szorzatuk pedig
a konstans tag (— 1)?™ _szerese.

A ]_[d|n ®4(x) = x" — 1 Osszefiiggésben nézziik meg, mi az x"~! egyiitthatéja a két
oldalon. A jobboldalon ez 0, kivéve az n = 1 esetet, amikor —1. A madsik oldalon x"Lles
tagot csak ugy kaphatunk, ha egy kivételével mindegyik polinombdl a legmagasabb foku
tagot vessziik, a kivételesbdl pedig a mdsodik legmagasabb fokuit (hiszen n — 1 csak eggyel
kevesebb, mint a szorzatpolinom foka). Mivel ®;(x)-ben a misodik legmagasabb foku tag
egyiitthat6ja —S(d), és az 6sszes ®4 polinom normdlt, a baloldalon az x”~! egyiitthat6ja a
—S(d) szamok Osszege lesz. A két oldalt egybevetve tehat belattuk, hogy

™ st — {1 han =1,
o 0 han#1.
Ez ugyanaz az osszefiiggés, amit a B.0.10. Allitdsban igazoltunk S helyett p-re. Ezért n
szerinti indukciéval azonnal 1atjuk, hogy S(n) = w(n). (Valéjaban arrdl van szd, hogy
ez a rekurziv Osszefiiggés az S fliggvényt egyértelmien definidlja. Az indukciét most is
ugyanazzal a logikdval végezziik, mint a 3.9.3. Kdvetkezmény bizonyitasdban.)
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A szorzatra vonatkozd Osszefliggést levezetéséhez a [[,, ®a(x) = x" — 1 konstans
tagjat kell tekinteni (azaz nullat helyettesiteni). Ekkor [ | din ®4(0) = —1 adodik, és innen
indukciodval latszik, hogy ®,(0) értéke mindig 1, kivéve n = 1-re, amikor —1. Tudjuk,
hogy ¢(n) akkor és csak akkor paros, ha n > 2 (lasd B.0.7. Allitds). Az n-edik primitiv
egységgyokok szorzata, ami (—1)?™ ®,,(0), tehat tényleg 1 han # 2,és —1, han = 2.

3.9.12. A 9,(1) értéket kell meghataroznunk. A Hdm d,(x) = x" — 1 Osszefliggésbe
kozvetleniil 1-et helyettesiteni nem érdemes, hiszen a | miatt nulldt kapunk. Ezért el6bb
osszunk le ®1(x) = x — 1-gyel. Az eredmény:

-1 2 n—1
1_[<I>d(x)= 1=1+x+x 44X
din r
d#1

Ebbe az azonossdgba x = 1-et helyettesitve

Hd)d(l):n.

dn

d#1
Innen konnyen lathat6é n szerinti indukciéval, hogy ha n egy p prim hatvdnya, de nem 1,
akkor ®, (1) = p, ha pedig n nem primhatvéany, akkor ®, (1) = 1. Természetesen n = 1-re
kozvetleniil latszik, hogy az eredmény nulla.

Felmeriil a kérdés, hogy szabad-e a fenti egyenlGségbe x = 1-et helyettesiteni, nem

jelentené-e ez azt, hogy 1 — 1 = 0-val osztottunk. A valasz megtaldlhaté a 2.5.10. Feladat
megoldasat kdvetd diszkusszidban.

3.9.13. Eljarhatnénk az el6z6 feladat megolddsdban hasznalt médon is, o (x) = x+1-gyel
leosztva a rekurzidt paros n esetén. Ennél egyszer(ibb azonban, ha ennek a feladatnak az
eredményét hasznaljuk fel. Ha n = 4m, akkor a 3.9.9. Feladat miatt ®,(x) = o, (x2),
és igy ©,(—1) = Dy, (1), ami 2, ha m kettd-hatvany, kiilonben 1. Ha n nem oszthat6
néggyel, akkor a 3.9.6. Gyakorlat miatt paratlan n > 1 esetén az eredmény ®,,(1) = 1,
ha viszont n = 2k > 2, akkor ®,(—1) = o (1). A fennmarado ,kis” eseteket kézzel
kiszamolhatjuk. A végeredmény a kovetkez6: ®((—1) = =2, &r(—1) =0, &,(—1) = 2,
ha n > 2 ketté-hatvany, ®,(—1) = p, han = 2p* > 2 (p prim), a tobbi esetben az
eredmény 1.

3.9.14. Legyen 0 egy mn-edik primitiv egységgyok. Mivel m és n relativ primek, vannak
olyan x és y egészek, melyekre nx + my = 1. Ekkor § = "™ = 9"xg™y A hatvany
rendjének képlete szerint 0(0"") = mn/(mn, nx). Nyilvin (mn,nx) = n(m, x), és az
nx + my = 1 0sszefiiggés miatt (m, x) = 1. Ezért 0(6™) = m. Hasonl6éan o(6™”) = n.
Ezért 0 tényleg el6all egy primitiv m-edik és egy primitiv n-edik egységgyok szorzataként.

Most belatjuk, hogy ez az elGllitds egyértelmd. Tegyiik fel, hogy o(n) = o(n’) = m és
o(e) = o(¢’) = n. Ha ne = n’¢’, akkor innen n/n’ = &'/¢. A baloldalon egy m-edik, a
jobboldalon egy n-edik egységgyok van, azaz a baloldal rendje m-nek, a jobboldalé n-nek
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osztdja. Mivel (m, n) = 1, ez csak ugy lehet, hogy az egyenldség mindkét oldalan 1 rendi
szam all, azazn =n' és ¢ = &',

Az Euler-fliggvény multiplikativitdsdnak bizonyitdsahoz tekintsiik az 6sszes ne szorza-
tot, ahol o(n) = m és o(¢) = n. Az el6z6 bekezdésben bizonyitott llitds szerint az ilyen
szorzatok szdma ¢ (m)p(n). Az 1.5.12. Gyakorlat (3) pontja szerint az igy kapott ne szor-
zatok mind mn rendd szamok, és az els6 bekezdés szerint minden mn rendd szam eldall
egy ilyen szorzatként. Ezért ezek a szorzatok éppen az mn-edik primitiv egységgyokoket
adjak, és igy szamuk ¢ (mn).

3.9.15. Az el6z6 gyakorlat miatt
@)
Oun(x) =[] (x—n8)=< [ n) [T @m-o.
o(m=m, o(¢e)=n o(m=m o(m=m, o(¢e)=n

A zérdjelben 4ll6 szorzat a 3.9.11. Feladat miatt 1, kivéve az m = 2 esetet, amikor —1, ez
adja a minusz el§jelet az m = 2, n = 1 esetben. Csoportositsunk » szerint:

[T @m-o=1]] (]_[ (x/n—e>)= [] @utx/m).
o(n)=m, o(e)=n o(n)=m “o(e)=n o(n)=m

Tudjuk, hogy ha n befutja az m-edik primitiv egységgyokoket, akkor 1/7 is, és ezért ha
x/n helyett nx-et irunk, azzal csak a tényezdok sorrendjét valtoztatjuk.

3.9.16. Z folott a korosztasi polinomok az irreducibilis tényezok:

xIZ—1= d1(x) P2(x)  P3(x)  DPax)  DPs(x) Qp(x) =
x—DE+DE>+x+DEZ+ D2 —x+ D —x2+1).

A Z, folott ez tovabb bomlik a kdvetkezSképpen:
Py(x) = (x + 1%, Ppp(x) = (" +x+1)%,
azaz x'2 — 1 = (x + D*(x2 + x + D*. A Z; folott
P3(x) = (x — 1), De(x) =(x+ D>, @) =@&>+1)?%,

azazx'2—1 = (x=1)3(x+1)3(x%24+1)3 (az x2+1 irreducibilis Z3 f616tt, hiszen masodfokd,
és nincs gyoke Zs-ban). Végiil Zs folott

Osx)=(x —2D(x+2), Ppx)=@>+2x—DH>—=2x—1).

A kapott eredményeket érdemes Osszevetni a 3.9.17. Feladat allitasaval.
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3.9.17. Tegyiik fel, hogy n a legkisebb ellenpélda az éllitasra. Végig Z ,[x]-ben szamolunk
(de nem {rjuk ki a feliilvondsokat). Tekintsiik a [ | din Pd(x) = x" — 1 Osszefiiggést. A d
szam egyértelmtien felirhaté d = p/m’ alakban, ahol 0 < j < k és m' | m. Az indukcids
feltevés szerint d < m esetén teljesiil Z, folott, hogy &, = @Z(,p 2
rogzitett m’ mellett ezeket a tényezdket. Az eredmény

. Gyljtsiik 0ssze

PP+t _ gt
m’ -

m/

(a kitevGben a 3.9.4. Gyakorlatban bizonyitott ) dpr ¢(d) = p* 6sszefiiggést hasznaltuk).

Haa ®&; = CDZ(,I’ ) Osszefiiggést a d = n esetben is tudnank (ez a bizonyitandé 4llitas),

akkor a fentieket 0sszeszorozva, €s felhaszndlva, hogy [, ®mw (x) = x™ — 1,

pk
[T®a) = ( I1 CIDm/(x)) —"— P = ="

dln m’|m

adédna (hiszen mod p szabad tagonként pX-adik hatvanyra emelni, és (— l)pk = —1 pérat-

lan p primre is, meg p = 2-re is igaz, utdbbi azért, mert Z;-ben —1 = 1). Ha most agy
k

szamolunk, hogy a &, = CID,";,(p )

menet azt adja, hogy

Osszefiiggést nem haszndljuk, akkor ugyanez a gondolat-

®,, (x)P P

™ ]_[ D (x) =x"—1.

dln
Felhasznélva, hogy [ | din Pa(x) = x" —1, azt kapjuk, hogy a baloldali tort értéke 1, vagyis

d,(x) =, (x)“’(pk), amit bizonyitani kellett. Valamivel talan egyszeriibb a szdmolas, ha
a fenti modszerrel csak az n = pm esetet intézziik el, majd alkalmazzuk a 3.9.9. Feladatot.

3.9.18. A 3.9.5. Gyakorlat képlete alapjan

k
xP -1
xpk—l

k-1
Dk (x) =

=14 T
I

Ezért @« (x+1) konstans tagja az x = 0 helyen vett helyettesitési érték, vagyis p. Tovabba
Zp[x]-ben szdmolva

k k

D —1 Pr4+1-1 -

Qx4+ 1) = et )k—l = xk—l+ =
x+DPF -1 xP +1-1

Ez Z-ben azt jelenti, hogy @ ,«(x + 1) minden egyiitthatdja oszthaté p-vel, kivéve a f6-
egyiitthat6t. A Schonemann-Eisenstein kritérium tehét teljestil.
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3.9.19. A 3.9.18. Gyakorlat és a 3.9.6. Feladat alapjan latjuk, hogy primhatvanyra, il-
letve pdratlan primhatvany kétszeresére a korosztasi polinom egy eltoltja tényleg teljesiti
a Schonemann-FEisenstein kritérium feltételét. Megforditva, tegyiik fel, hogy ®,(x +¢) a
p primre teljesiti a kritériumot. Attérve Z p-re azt kapjuk, hogy @, (x +¢) = x¥™, hi-
szen a foegyiitthat6 kivételével minden egyiitthaté eltlinik mod p. Ebbe az azonossdgba
y = x — c-t frva adédik, hogy @, (y) = (y — ¢)¢™.

Legyen n = pkm, ahol mdr p { n. A 3.9.17. Feladat szerint ®,(y) = @, (y)??"), és igy

on)

Du(y) = (y =09 = (y — )™
Tudjuk, hogy ®,,(y) | ¥y — 1. Mivel p t m, az y™ — 1 polinomnak nincs tobbszoros

tényezdje Zp[x]-ben (ldsd 3.6.7. Gyakorlat). Igy ¢(m) = 1, ahonnan (a B.0.7. Allités
szerint) m = 1 vagy 2.

3.9.20. Még a primitiv
with (numtheory) :
for n from 3 by 2 do
if issqgrfree(n) and not isprime(n) then
s := coeffs(cyclotomic(n,x));
for i in s do
if 1 > 4 or 1 < -4 then
print(n, sort(cyclotomic(n,x)));
break
fi
od
fi
od;
MAPLE-program is gyorsan kiszdmolja a mai asztali szdmitégépeken, hogy a legkisebb n
az 1785 = 3-5-7 - 17, melyre ®,-ben van legaldbb 5 abszolut értéki egyiitthats. Az
n =385=15-7-11 alegkisebb olyan érték, melyre ®,-ben el6fordul legaldbb 3 abszoltit

értékd egyiitthatd, és n = 1365 = 3 -5 -7 - 13 esetén fordul el eldszor legaldbb 4 abszolut
értékii egyiitthato.
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A. ANALIZIS

A.0.1. Tétel. Ha f valos egyiitthatés polinom, akkor a hozza tartozo f* : R — R poli-
nomfiiggvény folytonos.

A.0.2. Tétel [Bolzano tétele]. Legyen f folytonos fiiggvény az [a, b] zart intervallumon.
Ha f(a) <0és f(b) > 0, akkor van olyana < ¢ < b, melyre f(c) = 0.

A.0.3. Lemma. Legyen f val6s egyiitthatos polinom, melynek féegyiitthatdja pozitiv. Ek-
kor van olyan c val6s szdm, hogy x > c esetén f(x) > 0 (azaz ,,elég nagy” x értékekre
f (x) mdr pozitiv lesz).

Bizonyitds. Legyen f(x) = ag+ --- + a,x", ahol a, > 0. A haromszog-egyenl6tlenséget
(1.4.2. Tétel) felhaszndlva x > 1 esetén

lao + arx + -+ ap—1x" 71| < (Jaol + - + lap—1])x" "
Ez kisebb, mint a, x", ha még
x > (laol + -+ + lan—11)/an
is teljesiil. Ezért az ilyen x-ekre f(x) > 0. U
Az alébbi tételt érdemes Osszevetni a 3.3.8. Tétellel, és az azt kovetd megjegyzésekkel.
A.0.4. Tétel. Paratlan fokiu valos egyiitthatés polinomnak van valos gyoke.

Az algebra alaptételétdl fiiggetlen bizonyitds. Mivel f-nek és — f-nek ugyanazok a gyo-
kei, feltehetjiik, hogy f f6egyiitthat6ja pozitiv. Az el6z6 lemma szerint f felvesz pozitiv
értéket. Most tekintsiik a — f(—x) polinomot. Mivel f pdratlan foku, ennek a féegyiittha-
tdja szintén pozitiv. Az el6z8 lemma szerint van olyan d valos szam, hogy —x > d esetén
—f(—x) > 0. Vagyis x helyébe —x-et irva x < —d esetén f(x) < 0. Belattuk tehat, hogy

f pozitiv és negativ értéket is felvesz, és igy Bolzano tétele miatt van valés gyoke. U
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B. SZAMELMELET

Az aldabbiakban emlékeztetiink néhany olyan szamelméleti definicidra €s tételre, amelyet
a konyviinkben felhaszndlunk. Altaldnos hivatkozasként Freud Rébert és Gyarmati Edit [4]
konyvét ajanljuk. Els6ként az Euler-fiiggvénnyel kapcsolatos tudnivaldkat foglaljuk 6ssze.

B.0.5. Definicié. Ha n pozitiv egész, akkor a ¢ (n) Euler-fiiggvény a0, 1, ..., n—1 szamok
koziil az n-hez relativ primek szdma.

B.0.6. Tétel. Az Euler-fiiggvény multiplikativ, azaz ha n és m relativ prim pozitiv egészek,
akkor ¢(nm) = ¢(n)@(m). Innen kovetkezik, hogy ha n kanonikus alakjan = p{' ... p;*,
ahol egyik «; kitevo sem nulla, akkor

o) = (pf' = pY) (g = PP ).

Elemi szdmelméleti okoskoddsokkal adddik a fenti képletbdl az alabbi két allitds, amit a
konyvben felhasznalunk.

B.0.7. Allitas. Legyen n pozitiv egész.

(1) A ¢(n) értéke akkor és csak akkor 1, han = 1 vagy n = 2.
(2) A ¢(n) értéke akkor és csak akkor pdratlan, han = 1 vagyn = 2.

Azt, hogy az Euler-fiiggvény multiplikativ, most be fogjuk bizonyitani, mert a bizonyi-
tasbol egy olyan Osszefiiggés adddik, amire sziikségiink lesz. Ehhez emlékeztetjiik az olva-
sOt néhany definicidra. A 2.2. Szakaszban lattuk, hogy amikora O, 1, ..., n — 1 szdmokkal
modulo n végezziik a miiveleteket, akkor egy Z, egységelemes gy(riit kapunk, amelynek
az invertdlhat6 elemei pontosan azok a 0 < i < n szdmok, amelyek n-hez relativ primek.
Ezeknek a halmazat Z, -tel jeloltik. Vagyis Z,  elemszdma pontosan ¢(n). A Z,; X Z,,
az olyan (a, b) rendezett parok halmazat jeloli, amelyekre a € Z," és b € Z,,. Ennek a
halmaznak az elemszama tehat ¢ (n)@(m).

B.0.8. Tétel. Tegyiik fel, hogy n és m relativ prim pozitiv egészek. Ekkor Iétezik olyan

. .. v ae e 2 < P 7
gLy xXZ, — Z,, kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés, hogy tetszbleges a, a’ € Zj

ésb,b €7, esetén
g(a *, a/’ b *py b/) = g(a, b) *mn g(a/’ b/) .

(ebben a képletben *, a modulo n szorzds miiveletét jeloli, ldsd 1.1.1. Definicid). Speciali-
san ¢(nm) = @(n)p(m).
281



282 B. Szamelmélet

Bizonyitds. Kényelmesebb a g megfeleltetés f inverzét megkonstrudlni. Ha ¢ € Z,,,
akkor vegyiik a ¢ szdm n-nel val6 osztdsi maradékdt, ezt jeldlje a. Hasonloképpen legyen
b a ¢ szdm m-mel val6 osztdsi maradéka, és f(c) = (a, b).

A definici6 szerint 0 < a < n. Megmutatjuk, hogy a és n relativ primek. Valéban, ha
volna egy d > 1 k6z0s osztéjuk, akkor a = ¢ (n) miatt d osztana c-t is, ami lehetetlen,
mert ¢ és nm relativ primek. Ezért a € Z, . Ugyanigy adddik, hogy b € Z,.. Az f tehat
aZ,, halmazt a Z~ x Z, halmazba képzi. Ahhoz, hogy belassuk, hogy bijektiv, meg kell
mutatnunk, hogy f sziirjektiv és injektiv.

Legyen (a, b) € Z,; x Z,,, és tekintsiik az

x=a )
xzb(m)}

szimultdn kongruenciarendszert. Ennek a kinai maradéktétel szerint van megoldésa, és ez
egyértelmli modulo nm. Ezért pontosan egy olyan ¢ megoldas van, amelyre 0 < ¢ < nm.
Belatjuk, hogy ¢ € Z,,,, azaz hogy (c, nm) = 1. Tegyiik fel ennek ellenkezgjét. Ekkor
van olyan g prim, melyre g | ¢ és g | nm. Ezért vagy q | n, vagy g | m. Az els6 esetben
c = a (n) miatt g | a is teljesiil, azaz g kozos osztdja a-nak és n-nek. Ez lehetetlen, mert
a € Z,, azaz (a,n) = 1. A masodik esetben, amikor ¢ | m, a (b, m) = 1 feltétellel
keriiliink ellentmonddsba. Tehdt tényleg ¢ € Z, . A maradékos osztds egyértelmiisége
miatt f(c) = (a, b). Tehat f tényleg sziirjektiv.

Az, hogy f injektiv, a kinai maradéktétel egyértelmiiségi allitdsabol kovetkezik. Ha
ugyanis f(c) = f(c') = (a, b), akkor ¢ is és ¢’ is megolddsa a fenti szimultdn kongruen-
ciarendszernek. Tehdt ¢ = ¢’ (nm). Mivel 0 < ¢, ¢’ < nm, ezért ¢ = ¢’. Tehét f bijektiv,
és ezzel ¢ multiplikativitasit belattuk.

Definidljuk a g fiiggvényt az f inverzének. Ha tehét g(a,b) = c és g(a’,b’) = ¢/,
akkor f(c) = (a, b) és f(c') = (d’, b). Szeretnénk kiszamitani f (c *,,, ¢’) értékét, azaz a
¢ #pm ¢ szdm maradékat modulo n és modulo m. A modulo nm szorzas definici6ja az, hogy
az egész szamok kozott kiszamitott szorzatot még redukalni kell modulo nm. Igy viszont
¢ #qam ¢ = cc’ (n) is teljesiil, tehat elegend6 a cc¢’ maradékat kiszamolni. Tudjuk, hogy
c=an)ésc =d (n),ezértec’ = aa (n). Igy cc’ maradéka ugyanaz, mint aa’ maradéka,
azaz a *, a’. Hasonl6 szdmoldssal kapjuk, hogy ¢ *,,, ¢’ mod m vett maradéka b x,, b’.
Tehét f(c *pm ') = (a*,a’, b+, b"). Masképp fogalmazva g(a *, a’, b, b') = ¢ *, C’,
és ezzel az allitast belattuk. U

B.0.9. Definicié. A «(m) Mobius-fiiggvényt a kovetkez6képpen definidljuk: ha az m pozi-
tiv egész szdm s darab kiilonbozd prim szorzata, akkor u(m) = (—1)°, egyébként pedig
p(m) = 0.

Természetesen (1) = (—1)? = 1, hiszen az 1 nulla darab prim szorzata (iires szorzat).
A Mobius-fiiggvény egy fontos tulajdonsagit fogalmazza meg a kovetkez6 4llitas.
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B.0.10. Allitas. Tetsz6leges m pozitiv egészre

Bizonyitds. Az allitis m = 1 esetén nyilvanvalé. Tegyiik fel, hogy m > 1, és legyenek
P1, .-, Ps az m szam kiilonbozd primosztéi. A u(d) értéke 0, kivéve ha d kiilonbozd
primek szorzata, azaz p;-...- ps egy rész-szorzata. Ha pdratlan sok primet szorzunk 0ssze,
akkor pu(d) = —1, ha péros sokat, akkor u(d) = 1. Vagyis a fenti dsszeg értéke akkor
lesz nulla, ha a {p1, ..., ps} halmaznak ugyanannyi paratlan elem{ részhalmaza van, mint
paros elemi. Ez s > 1 (vagyis m > 1) esetén igaz, hiszen a paros elemszamu részhalmazok

szama
s s s
(6)+G)+(3)+
s s s
(1) " (3)+ (5)+.._ ,
viszont a binomialis tétel szerint

(0076000

a pératlanoké






C. KOMBINATORIKA

C.0.11. Tétel. Ha van n targyunk, akkor ezeket

nl=1.2-...-a—-n=]]i
i=1
kiilonb6zé modon tudjuk sorba rakni. Az itt szereplo n! szam neve: n faktoridlis. Megalla-
podas szerint 0! = 1 (lasd a 2.2.23. Gyakorlatot).

C.0.12. Tétel. Ha van n targyunk, és ebbdl k darabot akarunk kivalasztani (a sorrendre valé
tekintet nélkiil), akkor ezt

ny n! _n(n—l)...(n—k—l—l)
(k) Ckln—k)! k!

kiilonb6z6 modon tehetjiik meg. Az itt szerepld kifejezés az ,,n alatt ak” binomidlis egylitt-
hat6. Megallapodds szerint ennek értéke nulla, hak > n, vagy hak < 0.
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D. LINEARIS ALGEBRA

D.0.13. Definicid. Vandermonde-determindnsnak nevezziik az aldbbi determindnst:

~1 _
R

V(Z17"'9Zn): ' ’ ’
<1 Zn
... 1

tovdbbd az ebbdl transzpondldssal, valamint a sorok (oszlopok) sorrendjének megfordita-
saval kaphat6 determinansokat is.

D.0.14. Tétel. A fenti Vandermonde-determinans értéke
1_[ (Zi —Z j) .
I<i<j<n
D.0.15. Tétel [A determindnsok szorzastétele]. Ha M és N azonos méreti, négyzetes mat-
rixok, akkor det(M N) = det(M) det(N).
D.0.16. Tétel. Ha T test, M € T™ ™ N € T"*", X € T"*™, O azm X n-es nullmatrix,
akkor

det (A; 1?]) = det(M) det(N) .

A transzpondlt determindnsra vonatkozo tétel miatt az dllitds akkor is igaz, ha a nulldk nem
a jobb fols6, hanem a bal als6 sarokban vannak.

Ezt az allitast a legegyszerlibb m szerinti indukcidval, az elsd sor szerinti kifejtéssel
igazolni. Kovetkezik azonban a determindns Laplace-féle kifejtésébdl is.
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E. A KOROSZTASI POLINOMOK TABLAZATA

A 3.9. Szakasz feladataiban a ®,, korosztdsi polinom kiszamitasat visszavezettiik arra az
esetre, amikor n > 1 pdratlan, négyzetmentes, nem prim egész szaim. Most az ilyen indexd
korosztéasi polinomokat soroljuk fel, n < 105-ig bezérolag.

S x4+ —xt 4+ —x+1

<I>15:x
<I>21=x12—x11+x9—x8—|—x6—x4+x3—x+l

By = 220 — 19 1T 16 I3 I 10 9 T 6 A
+x—x+1

Bas = x2 — xB o xl0 xI8 p 1T 16 L 13 12
x0T x4 xd —x 41

Bg = x4 — xB L 20 20 I8 17 05 14y 12 0y
+x? —x =t —x 41

s, =x32—x31+x29—x28+x26—x25+x23—x22+x20—x19+x17—x16—|—x15—
B2 10 9 T 6 4 3

@55:x40_x39 +x35_x34+x30_x28+x25_x23+x20_x17+
+xP = xP2px0xp —x41

@57:x36_x35 +x33_x32+x30_x29+x

12

27 24

B g 2 20 18
—|—x3—x+1

Bes = x™8 — 3Ty W2 (38 3T L5 (B4 (33 (30 (30 (29 (8

2%y

R E e L

S RTINS R K
2T 25 24 L 321 (20 (19 4 18 (16 4 (05 14 13
e I S L N PR A
Do = xH — x B ot B0 38 3T L35 (34 (32 (31029 (28
Lx26 (25 4023022 0 (20 19 L 18 (16 4 (05 13 12 (10,
+x? —xT 4 x® -t 3 —
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Dy = 100 — 0 53 52 A A8 A0 (A5 A2 A (39 (3T
L3S 3432 (30, 028 026, 025 023 21 19 L I8 15
L2 8T g

Ds 04 (63 L (59 (58 L (54 (53 (49 (48 L 4T 46 L M 43
Lx® A 30 (38 3T (36, (34 (33, (32 31, 30 28
42T 264025 023, 022 21, 020 I8y 17 16 4 15
R E L T |

Dy = x50 — x5 x5 52 50 (A9 (AT A6 44 (43 4l 40
L3 3T 35 3 32 (31, 020 8, 27 25 4 2
o2l 19y I8 16 15 I3 L 12 10 4 09 (T L (6 (A
+x—x+1

Doy = x72 — xT1 4 x05 — X6 L x50 _ (39 _ 36 L (33
_x29 4420422, 020 15 4 (I3 08 T 1

Doy = x00 — ¥ 4 x5 x50 f x5 (53 (ST (S0 (48 (AT ds 4
L% 4, 39 (38, 036 035, 033 032, 030 28, 027 25
L2 222019 I8 16 15 (13 12 10 4 (9 (T
+x0 x4+ —x+1

o5 = x 72 — x 71 x67 — x66 1 x62 _ (61 | (ST _ (56 L (53 _ (ST (48 _ (46
oM A 38 36 L (34 (31 029 026 4 (24 21 L (19 (16
LS 106 5

Dros = x84 x¥T 4 x40 (A3 (A2 g Al (40 (39 036 (35 (34 (33
L3328 26 (24 20 020 L (17 4 006 L 15 L 14 (13

+x12—x9—x8—2x7—x6—x5+x2—l—x—l—1



Abel-csoport, 50

abszolut érték, 25

additiv csoport, 52

alaptételes gyfirt, 84

Algebra alaptétele, 66
algebrai alak, 28

algebrailag zart test, 66
altalanositott sajatvektor, 167
annullator, 157

argumentum, 28

asszocialt, 83

asszocialtsag reflexivitdsa, 83
asszocidltsadg szimmetridja, 83
asszocialtsag tranzitivitdsa, 83

balinverz, 49

baloldali neutrdlis elem, 49
baloldali nulloszté, 53
behelyettesités, 60
bihomomorfizmus, 174
binomidlis egyiitthatd, 285
binomialis tétel, 56

bolhas feladat, 34

Bolzano tétele, 279

Cardano-képlet, 20, 120
Casus irreducibilis, 122
ciklikus modulus, 155
csoport, 49

derivalt, 109
determinansoszto, 163
diad, 180

direkt dsszeadando, 154
direkt szorzat, 149
diszkriminans, 117
disztributivitas, 52

Targymutato

291

egység, 83

egységelem, 48

egységelemes gylrii, 52
egyszer(i modulus, 147
egyiitthato, 42

elemi oszt6, 163

elemi szimmetrikus polinom, 74
elemi szimmetrikus polinom, 68
ellentett, 49

Euler-fiiggvény, 281

exponens, 156

faktorgyftird, 102
faktorialis, 285
faktormodulus, 147
felbonthatatlan elem, 84
felcserélhetd elemek, 52
ferdetest, 53

Fermat, 98

fok, 42,70

formalis derivalt, 109
félcsoport, 49
féegyiitthatd, 42

fétag, 42, 72

fiiggetlen részmodulusok, 154

fliggvények pontonkénti 6sszege, 61
fiiggvények pontonkénti szorzata, 61

Gauss-egészek, 55, 82
Gauss-Lemma I, 99
Gauss-Lemma II, 101
generalt részmodulus, 145
gyok, 62

gyok multiplicitdsa, 67

gyokok és egyiitthatok kozotti osszefiiggések, 68

gyoktényezd, 62
gyoktényezds alak, 66
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gylird, 52 kommutativ csoport, 50
gyliri multiplikativ csoportja, 52 kommutativ gy(r(, 52
gylir( karakterisztikdja, 111 komplex egységgyok, 32
komplex szdm, 23
harmadfoku egyenlet, 19 komplex szdm n-edik gyoke, 31
harmadfoki egyenlet, 120 komplex szdm algebrai alakja, 28
harmadfoki rezolvens, 123 komplex szdm argumentuma, 28
hatdrozatlan, 42 komplex szdm definicidja rendezett prokkal, 37
hatvany, 52 komplex szdm szoge, 28
hatvany rendje, 34 komplex szam trigonometrikus alakja, 28
hatvanydsszeg, 77 kompozicié, 48
hanyadostest, 102 konstans polinom, 44
haromszog-egyenl6tlenség, 28 konstans tag, 42
helyvektor, 27 koordinita, 231
homogén komponens, 71 korosztasi polinom, 124
homogén polinom, 71
homomorfizmus, 146 Lagrange-féle alappolinomok, 223
homomorfizmus-tétel, 147 Lagrange-interpoléci6, 64
Horner-elrendezés, 62 lancszabdly, 109
lexikografikus rendezés, 71
identikus leképezés, 215 linedris kombinacio, 145
identitas, 215
imagindrius szdm, 23 mag, 146
indirekt bizonyitas, 15 minimalis modulus, 147
integritdsi tartomany, 54 modulo m miiveletek, 16
interpolacid, 64 modulus, 143
invertdlhat6 elem, 49 modulus exponense, 156
inverz, 17, 49 modulusok tenzorszorzata, 179
irreducibilis modulus, 147 Moivre képlete, 30
irreducibilis elem, 84 Mobius-fiiggvény, 282
izomorfizmus, 70 miivelettart6 leképezés, 55

izomorfizmus-tételek, 147
negyedfoku egyenlet, 122

jobbinverz, 49 neutrdlis elem, 48

jobboldali neutrélis elem, 49 Newton-Girard formulak, 77

jobboldali nullosztd, 53 Newton-interpolécio, 64
négyzetmentes szdm, 127

kanonikus alak, 67 normalalak, 160

kanonikus alak, 85 normalt polinom, 42

karakterisztika, 111 nulla rendd elem, 151

karakterisztikus matrix, 171 nullapolinom, 42

képzetes rész, 23 nullelem, 48

kétoldali inverz, 49 nullgyfird, 52

kis Fermat Tétel, 98 nullosztd, 53

kitlintetett kozos oszté kiemelési tulajdonsdga, 87 nullosztémentesség, 17, 24, 53

kitiintetett kozos tobbszoros, 238

kitiintetett k6zos osztd, 86 osztas, 17

kitiintetett k6zos tobbszoros, 87 oszto, 82

kivonas, 17, 50 oszthatésag, 82



oszthatésdg reflexivitdsa, 82
oszthatésdg tranzitivitdsa, 82

p-komponens, 158

polinom, 42, 57

polinom ,,sorozatos” definici6ja, 58
polinom egyiitthat6ja, 42
polinom féegyiitthatdja, 42
polinom f6tagja, 42

polinom foka, 42

polinom gyoke, 62

polinom konstans tagja, 42
polinom tagja, 42
polinomfiiggvény, 60
polinomok azonossagi tétele, 63
primitiv n-edik egységgyok, 35
primitiv polinom, 99

prim, 87

primtulajdonsag, 87

produktum jelolés, 45

raciondlis tortfiiggvény, 102
reciprok polinom, 106
reducibilis polinom, 84
relativ prim, 86

rend, 34, 155

rezultans, 113

részcsoport, 51

részgyird, 53

részmodulus, 145

résztest, 53

Schonemann-Eisenstein kritérium, 104, 106
Sylow, 136

szabad modulus, 153

szam, 35

szimmetrikus polinom, 74

szimmetrikus polinomok alaptétele, 75
szokdsos bazis, 152

szokdsos gylirt, 54

szumma jelolés, 45

tag, 42,70

teljesen reducibilis modulus, 154
tenzorszorzat, 179

természetes homomorfizmus, 147
test, 53

testbOvités, 53
tisztan képzetes szam, 23
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torzié-részmodulus, 156
torziémentes modulus, 156
torziomodulus, 156
tobbhatarozatland polinom, 70
tobbszoros, 52, 82

tobbszoros gyok, 67

tobbvaltozos polinomfiiggvény, 231
trigonometrikus alak, 28

trivialis részmodulus, 145

trividlis felbontas, 84

iires feltétel, 126
iires Osszeg, 57
lires szorzat, 57

valos rész, 23
vektor, 27
visszahelyettesitési eljards, 243
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