1. Bevezeto

1. Oldja meg az alabbi egyenleteket:

(a) cosz +sinz + cosxsinz = 1, (d) 25 —322 —2=0,
. 3T
(b)7rsmx—’x——‘—x—4, (€) VZ+va—2=1—u,
) cos 2x
(c) COST + ST = T o () V2r +5+Vzr—1=38,

) Ve+24+2V/r+ 14+ Ve +2-2V/z +1=2.

2. A nullatol kiillonbo6z6 valés y paraméter minden egyes valasztasa mellett oldja meg a kovetkezd
egyenletet: y + 1/y = 2sinx.

3. Az a € R\ {0, 1} paraméter minden valasztdsa mellett oldja meg az alabbi egyenletet:

20 —3(a—1) 2x-1) 2zr—(a+1)
2a oa-—1 a '

4. A valds a, b paraméterek minden valasztasa mellett oldja meg az alabbi egyenleteket:

2
(a) 2x_a_b:2332b—a’ (b) Vazx — 2ab+ Vax + b = 2a + b.

5. A val6s p paraméter minden vélasztasa mellett oldja meg az aldbbi egyenletrendszereket:

(a) (p— 1)z +2py = -2, 2pr+ (p—1y=p—1,
(b) (p—2)3z+2py=8, (p—2)z+2y=4.

6. Bizonyitand6, hogy minden valés z-re 1 < 4(cos® x + sin® z) < 4.

7. Bizonyitandd, hogy minden olyan valés z-re, amelyre 2x/m nem egész szam,

1 1
>
COs* X SN0

8. Oldja meg az alabbi egyenlotlenségeket:

(a) |z +2|+ |z + 1]+ |z —4] > 9, (e) (1+2z)? <|1—2a?,
b 290—1—3 > 2, 2 _3r—-1
®) e 1 -3 o [2ose1)

1 2 +x+1
() + > 1,

x°—5r +6 0
(d) (Jo—1] =3)(Jz +2| —5) <0, ©) Sy~
9. Oldja meg az alabbi két egyenlétlenségrendszert:

(a) 2cosx < ’\/1+sin2x— V1 —sin2x| <2, (b) V2 > cosx +sinx > \/Li

10. A valés p paraméter mely értékei mellett van megoldésa a /p — x > 2—x egyenlotlenségnek?



11. A valés ¢ paraméter minden valasztdsa mellett oldja meg az alabbi egyenlotlenséget:

Va2 —2z+ 1+ Va2 +4dx+4>q.

12. Abrézolja a koordinatasikon azokat a pontokat, amelyek (x,y) koordinatédi kielégitik az
alabbi egyenlotlenségeket:

(a) 2z +y <1, (c) x* <y? (e) (x+y)(z—y)(x+1) >0,
(b) y —x > 22, (d) 2> +z+y* <0, (f) 2?2 —y* < |z —yl.

13. Igaz-e, hogy az aldbb definidlandé X, Y halmazokra bdrmely A, B, C halmazok esetén
teljestil az X C Y, illetve az Y C X tartalmazas?

) X =(ANB)\C, Y :=(A\C)Nn(B\CO),
) X=(A\B)\C, Y :=(A\C)\(B\C),
(c) X:=A\C, Y:=(A\B)U(B\C(C),
(d) X :=A\(B\C), Y :=(A\B)U(ANnBNO).
14. Bizonyitandod, hogy minden pozitiv egész n-re és barmely x, y valds szamokra

(a) (x+y)" = Z (k) 2%y~ % (binomialis tétel),

k=0

nl (n —|— 1)
(b> " — yn - (I - y) Z yn_l_kxk7 Z k3 ’

0 zn:k:Q _ n(n+1)(2n + 1)7 (©) ;k(kqtl)(k:—l&) _ n(n + 1)(n4—1— 2)(n+3)'

15. Mennyi az elsé n paratlan pozitiv egész négyzetének Osszege?

16. Fogalmazza meg az alabbi allitasok mindegyikének a tagadasat tagaddszé hasznalata nélkiil,
majd dontse el, hogy az eredeti allitas az igaz, vagy a tagadésa:

(a) Minden megyénkben van olyan telepiilés, melynek minden utcdjaban van féldszintes
haz.

(b) Minden egyes p pozitiv szamhoz taldlhaté olyan K pozitiv szdm, melyre minden K-nal
nagyobb z valés szadm esetén 2% — pz + 1 > 0.

(c) Van olyan K pozitiv szdm, amely mellett minden p pozitiv szamhoz talalhat6 olyan g
pozitiv szam, hogy minden K-ndl nagyobb z valés szdm esetén 22 — px + ¢ > 0.

(d) Minden p pozitiv szdmhoz taldlhat6 olyan K pozitiv szdm, amelynél nagyobb x valds
szamok mindegyikére x sin(p/x) > 0.

(e) Minden p pozitiv szdimhoz talalhat6 olyan K pozitiv szdm, amelynél nagyobb x valds
szdmok mindegyikére cos \/p/x > 0.

(f) Minden korlatos H szdmhalmazhoz taldlhat6 olyan K valds szdm, melyre minden valés
x esetén igaz az |r| > K = « ¢ H implikécid.

17. Van-e az alabbi szamhalmazoknak legkisebb, illetve legnagyobb eleme?



18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

(a) {p € RT : Vz € (p,+00) cos/1/(2z) > 0},
(b) {peRT : Vz € R Tk € Z, melyre |z — k| < p}.

Van-e legkisebb, illetve legnagyobb értéke annak a fiiggvénynek, amely minden egyes valés
p szédmhoz az 2° + (p — 1)z — p = 0 egyenlet gyokeinek négyzetosszegét rendeli?

Van-e legkisebb, illetve legnagyobb értéke az Osszes pozitiv szamok halmazan értelmezett
z+— x/(1+ x) figgvénynek?

Van-e legkisebb, illetve legnagyobb értéke az osszes valos szamok halmazan értelmezett

(a) 222 4+ 3x + 2 b) 202 + 62 +6
a) r— —————, T —

?+r+1 22 +4r+5
fiiggvénynek?

Van-e legkisebb, illetve legnagyobb értéke a H > (z,y) — 2z — y + 2 fiiggvénynek, ha
H:={(z,y) € R* : y>22% — 4o +2}7

Léteznek-e az aldbbi valds szdmok?

(a) max{min{r €R : 2° — (p+ 1)z +p <0} : p € R},
(b) max{min{z € [(p+1)/2,4+0) : 2> — (p+ 1)z +p >0} : p € R},

(© 2
acfon{ (1) e} men)

Bizonyitando, hogy ha a 0-t6l kiilonbo6zo u és v szamok 6sszege pozitiv, akkor

U ) 1 1
—+ 5>+
v2 w2 T u o w

Megvalaszthaté-e a valés p és a pozitiv r paraméter tugy, hogy az
fi[=rr =R, x> Va2+dr+p
fiiggvény értékkészlete a [0, 8] intervallum legyen?

(Altalzinositott Bernoulli-egyenl6tlenség) Ha n 1-nél nagyobb egész, és a tq,...,t, sza-
mokra teljesiil egyrészt az, hogy koziiliik legalabb ketté nullatol kiilonbozd, masrészt az,
hogy vagy mindegyikiik a (—1, 0], vagy mindegyikiik a [0, +oc) intervallumban van, akkor
az (1+t1),(1+t2),..., (1 +t,) szdmok szorzata nagyobb, mint 1 + ¢, +to + ... + t,.

1.1. definicié (binomidlis egyiitthatdk). Legyen o wvalds szam. Minden pozitiv egész n
esetén,

n n!

(a) ::a-(a—l)-...-(a—n+1)7 s oudbbd (3) .

Bizonyitandé, hogy ha n pozitiv egész és a € (—1,0), akkor

@ ’ "o+ 1>122;1 L



27. (Cauchy—Schwarz-féle egyenl6tlenség) Bizonyitandé, hogy ha n pozitiv egész és xq, . .., Ty,

28.

29.

30.

valamint vy, ..., y, tetszoleges valds szamok, akkor
n n n
2 2
i=1 i=1 i=1
Mikor érvényes a ,,<” és mikor az ,,=" jel?

Segitség: Végezziink esetszétvalasztast aszerint, hogy a jobb oldal 0 vagy pozitiv; az utébbi
esetben osszuk el az egyenlotlenség mindkét oldalat a jobb oldallal, majd alkalmazzuk a

nyilvanvalé
n

Z(ak —by)? >0

k=1
egyenlotlenség atrendezésével adédo

n 1 n n
S <) (Yt 3 )
k=1

egyenlotlenséget az alabbi szereposztassal:

g 1= || by = |y

’ —
Z?ﬂ 93? V Z?:l ?/12

Tekintstik azokat a derékszogii haromszogeket, amelyek atfogdjanak hossza a rogzitett c
pozitiv szam. A befogdkat z-szel, illetve y-nal jelolve,

(a) bizonyitandd, hogy 4z + 3y < 5c,
(b) mikor lesz 4z + 3y a lehet legnagyobb?

1.2. definicié (hatvanykozepek). Ha n pozitiv egész és v nulldtdl kilonbdézd valos szdam,

akkor a p1,...,p, pozitiv valos szamok v kitevoyi hatvanykozepén a
2 v\ 1/v
R 2 /
n
szamot értjik. A v kitevdji hatvanykozép” kifejezés helyett v = —1 esetén a ,,harmonikus

kozép”, v = 2 esetén a ,,négyzetes kozép”, illetve minden 1-nél nagyobb egész v esetén a ,,v-
edik hatvanykozép” kifejezést” is szoktdk haszndlni, v = 1 esetén pedig kizdrolag a ,,szdamtani
kozép” kifejezést. Pdratlan pozitiv egészek hdanyadosaként elddllithato v esetén a p; szimok
eldjelére vonatkozo kikotés elhagyhato.

Bizonyitandé, hogy barmely pozitiv egész n és barmely (z1,...,x,) valds szdm-n-es esetén
az x; szamok szamtani kozepének abszolut értéke nem nagyobb, mint ugyanezen szamok
négyzetes kozepe.

Bizonyitandé6, hogy ha n pozitiv egész, ay,...,a, pozitiv szamok, pi,...,p, pedig olyan
pozitiv racionalis szamok, amelyek reciprokainak osszege 1-gyel egyenld, akkor

al'  ab? abr
Q- Qg ey <~ 2
h b2 Pn

Mikor érvényes a ,,<”, és mikor az ,,=" jel?



31. Bizonyitandd, hogy ha n pozitiv egész, a és b pedig pozitiv szamok, akkor

1

n+4+1

ab< ——a"M 4+ ——p
n+1 n+1
Mikor érvényes a ,,<”, és mikor az ,,=" jel?
32.*% Legyen m pozitiv egész, yi,...,Yn pozitiv szamok. Bizonyitandd, hogy ha az y; szamok
kozott van két kiillonbozo, akkor az a sorozat, amelynek n-edik tagja az v, ...,y szdmok

n-edik hatvanykozepével egyenld, szigorian monoton novo.

33. Bizonyitandé, hogy ha a, b és ¢ pozitiv szamok, akkor

(a)a+b+b+c+c—2a26’ ()* a®+ 0>+ +4 > ab+ 3b+ 2,

c a

a b ¢ (e)* (a+b)(b+c)(c+a) > 8abe,

b) -+ -+-2>3,

(b) b ¢ a H)* (a+1)(b+1)(a+c)(b+ ¢) > 16abc,
a> v _b ¢ a
Sl >0, 0 * -~ - —b) < abe.

(c) 2 + 2 + o a+ b+ = (g)* (a+b—c)(b+c—a)(c+a—>b) <abe

Mikor érvényes a ,,<”, és mikor az ,,=" jel?

34. Keressiik meg a legkisebb olyan pozitiv egész szamot, amelytdl kezdve minden n egészre

(a) VI+V24+V3+...+/n>n, () 1 4 1 1 + +i>

+
(b) (n+4)4<4n+4’ n+1 n+2 n+3 2n
1 1 1 1 (e) (n+1)" < n"t,

(C)ﬁ+ﬁ+%+...+ﬁ>\/ﬁ, (f) n2 < on.

35. Bizonyitando, hogy

()1+1+1+ +1>1 (b)1+1+1+1+ +1>4
51 52 53 200 2 3 4 7764

)

DN —

36. Bizonyitando, hogy minden pozitiv egész n-re

(a)

1 1 1 1
1- =< + b < 1,
vn2+1 Vn2+2 Vn?2+n
(b)
”2“1 1 "1 1
k- (n+Dn+1)! =kl n n!’




37.

38.

39.

40.

41.
42.

Bizonyitando, hogy ha n pozitiv egész, k pedig n-nél nem nagyobb pozitiv egész, akkor
Q+%y<1+§+g.
Bizonyitando, hogy ha n > 1 egész és p > 1, akkor
Yp—1< p%l

Mi a valés szamok halmazanak az a legb6vebb részhalmaza, amelyen az alabbi hozzarendelés
értelmezhetd?

(a) z — lgsinz, (c) x—+/—(z—5)2

r?—4 1
N d m—
) e =\ s (@) e

Az alabbi f, g fuggvényekkel képezziik az f o g és g o f fliggvényeket, majd allapitsuk meg,
hogy melyikiik injektiv és melyikiik nem injektiv!

(a) fr:R=R, flx)=2%  g:[0,+00) =R g(z) =/,

(b) f:(0,1) = R, f(m)::é, g: Rt — R, %,
(c) f,g:R—R, f(x):=1-2?% g(x) ::ﬁ.

Adjon példat nem monoton, injektiv f : R — R fiiggvényre!

Az alabbi fiiggvények mindegyikével kapcsolatban valaszoljon a kovetkezd kérdésekre: Mi
a fliggvény értékkészlete? Injektiv-e a fliggvény, s ha igen, akkor mi az inverze? Melyek a
fiiggvénynek a maximaélis intervallumon értelmezett injektiv lesziikitései, és mi ezen lesziikité-
sek inverze? [Az intervallumon értelmezett injektiv ¢ fiiggvényrol akkor mondjuk, hogy
mazimalis intervallumon értelmezett injektiv lesziikitése az egyvaltozos valds ¢ fiiggvénynek,
ha egyrészt i leszlikitése -nek, masrészt nincs olyan J intervallum, amelyre teljesiilnének
a kovetkezok: J # D(¢) C J C D(p), és ¢l injektiv.]

(a) Rax—ax+b (a,b€R, a#0), (f) Rz |z|.,
(b) [R\{O}BIHE (a € R\ {0}), (g) |R9xl—>%(px+p_x) (p > 0),
(c) R\ {0} 3 z — lg(1002?), .

) 1 () R>z =" —p™) (»>0),
p:c_p—a:
prAp

d) R\ {-1,1 —_—
@) R\{-LL/3} 30 o,

(e)IR\{O}er—wv—l—i, (i) Rozw— (p>0).



2.

Szamhalmaz alsé, illetve fels6 hatara

2.1. definicié (komplexusmiiveletek). Ha A és B valds szdmhalmazok, akkor A és B (komp-
lezus)dsszegén, (komplexus)kilonbségén, illetve (komplexus)szorzatin azoknak a valds szdmoknak
a halmazadt értjik, amelyek elddllnak eqy A-beli és eqy B-beli szam osszegeként, kulonbségeként,
illetve szorzataként. Jelolés: A+ B, A— B, illetve AB. Ha c valos szdm és H valds szamhalmaz,
akkor a H halmaz c-szeresén a cH = {c}H halmazt értjik. A (—1)H helyett a révidebb —H
jelolést haszndljuk.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

ol.

92.

93.

Bizonyitandé, hogy egy valds szamhalmaz pontosan akkor alulrdl korldtos, ha a (—1)-szerese
felillrél korldtos és (kovetkezésképpen) pontosan akkor feliil korldtos, ha a (—1)-szerese
alulrol korlatos.

Bizonyitandé, hogy ha ) # H C R alulrdl [feliilr6l] korlatos, akkor inf H = —sup(—H)
[sup H = —inf(—H)].
Bizonyitandé, hogy ha A és B feliilrdl [alulrdl] korldtos nemiires szémhalmazok, akkor

A+ B isilyen, és sup(A+ B) =supA+supB [inf(A+ B) =inf A +inf B].

Bizonyitandd, hogy ha a nemiires A és B szamhalmazok minden eleme nemnegativ, akkor

inf(AB) = inf A - inf B.

Bizonyitando, hogy ha a felilrol korlatos, nemiires A és B szamhalmazok minden eleme
nemnegativ, akkor  sup(AB) =sup A - sup B.

Bizonyitsuk be, hogy nemiires korlatos szamhalmazok szorzata korlatos, és — lehetoleg kevés
esetszétvalasztassal — adjuk meg a szorzathalmaz felso, illetve alsé hatéarat.

Legyen minden pozitiv egész n és A C R esetén A™ := {a" : a € A}. Az aldbbi éllitasok
koziil valasszuk ki azokat, amelyek minden nemiires korlatos A szamhalmaz esetén igazak:

(a) A2=A-A, (c) inf A% =inf(A - A), (e) sup A% = (sup A)?,
(b) sup A% = sup(A - A), (d) inf A3 = (inf A)3, (f) sup A3 = (sup A)3.

Az A szamhalmazrdl tegyiik fel egyrészt azt, hogy negativ és pozitiv szam egyarant van
benne, mdsrészt azt, hogy van olyan pozitiv r szdm, amelyre AN (—r,r) = (). Kovetkezik-e
ebbdl, hogy az A-beli szamok reciprokaibdl all6 B halmaz korlatos? Mit lehet allitani a B
halmaz also, illetve fels6 hatarardl? Vizsgédljuk ugyanezeket a kérdéseket abban az esetben
is, amikor az A-ra vonatkozé els6 feltételt azzal az enyhébb feltétellel helyettesitjiik, hogy
legyen A nemiires szamhalmaz!

Legyen f : R — R monoton névo fliggvény és H nemiires feliilrdl [alulrdl] korldtos szamhal-
maz. Bizonyitandd, hogy ekkor az  f(H) := {f(x) : = € H} halmaz szintén felilrdl
[alulrdl] korldtos, és  sup f(H) < f(sup H) [inf f(H) > f(inf H)]. Adjunk példat olyan
H halmazra és f fiiggvényre, melyekre sup f(H) < f(sup H)! Fogalmazzuk meg ennek a
feladatnak azt a parjat, amely monoton fogyé fiiggvényrol szol!

Bizonyitandé, hogy ha A és B felilrdl [alulrdl] korlatos nemiires szamhalmazok, akkor az
unidjuk is ilyen, és  sup(A U B) = max{sup A,sup B} [inf(A N B) = min{inf A, inf B}|.

Bizonyitandé, hogy ha A és B felilrdl [alulrdl] korlatos szdmhalmazok, és a metszetiik
nemiires, akkor A N B szintén feliilrél |alulrdl] korldtos. Mit lehet allitani ekkor a met-
szethalmaz fels6 [als6] hatarardl?



54. Bizonyitando, hogy ha H korladtos nemiires szdmhalmaz, akkor
supH —inf H = sup(H — H) = sup{|lr—y| : x € H ye€ H}.

55. Bizonyitandd, hogy tetszileges negativ raciondlis r szdm esetén inf{n" : n € N} = 0.

56. Bizonyitando, hogy tetszoleges v valds szdm esetén a v-nal kisebb raciondlis szamok hal-
mazanak felso hatara, és a v-nél nagyobb raciondlis szamok halmazanak alsé hatara egyarant
v-vel egyenlo.

2.2. definicié (diadikus raciondlis szamok). A
D:={k-27":keZ, neZnN|0,+00)}

halmaz elemeit diadikus raciondlis szamoknak nevezzik.

57. Bizonyitando, hogy tetszoleges v valos szam esetén a v-nal kisebb diadikus racionélis szamok
halmazanak felsé hatara, és a v-nél nagyobb diadikus raciondlis szamok halmazanak also
hatara egyarant v-vel egyenl6.

2.3. definicié (szemifaktoridlisok). Minden pozitiv egész n esetén az elsé n pdratlan
[pdros] pozitiv egész szam szorzatdt igy jeloljik: (2n—1)!! [(2n)!!] (olv.: 2n—1 [2n] szemifak-
toridalis). A definiciét n = 0-ra ezzel a megallapoddssal terjesztjik ki: (—1)!! := 0!l := 1.

58. Hatarozzuk meg az alabbi halmazok — esetleg csak R-ban 1étezd — alsé és fels6 hatarat:

wleRe w {(1-5) e

n+1
:nGD\I},
n+1

{ }2711” :nen\l}

{W:kez,nen\l}, {2n+ :nelN},

(®) }Zﬁnzz;nenw}, {n+1 )(n+2) nED\I},
{()

{ {

{ {k

(d) {z e R\Q : 2° < 2},
n
+—:m,n€h\l},

:neN} (ael-1,1]),
()|:n€h\l} (v € [—1,1]),
+l\/_ keZleZ}mR*

+ z z24+x x4+
Yy +ZZ/

{ (5) € R x
(1){ n+1—\/ﬁzneN}, %uy ,y) €ER [R\{(OO)}}
{

DXy, 2 € R*}.



3.

Szamsorozat hatarértéke

59. Az alabbi sorozatok mindegyikérdl dontse el, hogy van-e hatarértéke, s ha van, akkor keresse

meg a hatarértékét! Minden n € N esetén a sorozat n-edik tagja legyen

(a) n~ o, (k) n?(vn*+4 —n?), (s) —4n3~|—n+5n3’
(b) 5o (1) n*(Vnt+ 4 —n?), 2n* = 3n 46
2004y/n + 1’ 22 — 3n + 9 Lo
(c) 1_|_l (m) 5n—n2 -7’ (t) EZRQ,
n’ () 2n — 3n® + n? k=1
(d) M, 5 —4712147137 W (n+1)* — (n— 1)*
vn (0) 3n+\2/n —10’ (n+ 13+ (n—1)3’
(e) gni—; n5n +7 i
(f) VT 1-vn, 23k =2) ;(%_U 2+ 1
(g) n—n? (p) \/ﬁ’ (v) n+1 2
0) V2 +2-vr+ 1 2n* +n+ Jn (w) L7238 —2n
(i) /n(n+1) — /n, VnT+5n2 + YooTat6+. tom
() (VT A-nt), ) G () n? (V57— V3T ),
() n* (V24 = Vs = 1), (2) % (V2 T 5)(n +2) — Vs 35 7 5).
60. Nullsorozat-e az a sorozat, amelynek n-edik tagja minden n € N esetén
n! )" 2n
@) ) (2(71—)1)!’ (s) E:»TL;
(2n)! n" "
) e ® ( 1)1
t -
(2n)! 93n —~ k|’
(c) 2n2’ () !’ . —1
n)!! n" - 1
@ T SN Vi W (H (”z)) ’
n , 2n)!! .
(@ 22! ) Gt ) () @eR)
(3n)! o (2n)!! W) (2n — )N
(1) on? ©) Vn3(2n — I (w) n ’
n® 2n Y/ (2n)!!
®) Gy o L) e, oy Y,
) (2n 7; DL} @ %}) . ((2\7/%—)711)!!’
) 2 (%) o
(2n)! (1) =7 (z) n*(v/nt+ /3 —n?)

61. Legyen (a,) valés szamsorozat és A valés szam. Mit jelentenek az alabbi allitdsok? Az

aldbbi allitdsok koziil melyekbdl kovetkezik az, hogy (a,) tart A-hoz, melyekbdl kovetkezik



62.

63.
64.

65.
66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

az, hogy (a,) nem tart A-hoz, melyek kovetkeznek abbdl, hogy (a,) tart A-hoz, végiil melyek

kovetkeznek abbdl, hogy (a,) nem tart A-hoz?

(a) Vee Rt INeEN VneN (n>N = la, — A| > ¢),

(b) e R* INeN ¥YneN (n>N=|a,— Al <e¢),
) Ie€eRt YneN la,— 4| <e,

d) Vee Rt VNeN VYneN (n>N=la,—A| <e),
) JeeR"Y YNeN IneN (n>Nésla, — Al <e),
) VeeRT INeN VneN ( )

(g) INeN VeeRT VneN )

n>N=|a, — A| <e),
n>N=|a, — Al <e).

Fogalmazza meg tagaddszdé hasznalata nélkiil az alabbi allitasokat:

(a) az A szdm nem hatéarértéke az (a,) szamsorozatnak,

(b) az (a,) szamsorozat divergens.
Adjon példat olyan konvergens sorozatra, amely el6all két divergens sorozat Osszegeként!

Van-e olyan konvergens sorozat, amely el6all egy konvergens és egy divergens sorozat 0sszege-
ként?

Adjon példat olyan konvergens sorozatra, amely eloall két divergens sorozat szorzataként!

Van-e olyan konvergens sorozat, amely el6all egy konvergens és egy divergens sorozat szorzata-
ként?

Igaz-e, hogy minden konvergens sorozat eloallithaté két divergens sorozat Osszegeként?
[gaz-e, hogy minden konvergens sorozat eloallithaté két divergens sorozat szorzataként?
Igaz-e, hogy minden konvergens sorozat eléallithato két divergens sorozat hanyadosaként?

Bizonyitsa be, hogy ha az (x,) sorozat konvergél egy nullatdl kiilonbézé szamhoz, akkor
minden egyes rogzitett k € N esetén az (esetleg altaldnosabb értelemben értendd) (1 x/y)
sorozat konvergens.

Adjon példat olyan (z,), (y,) nullsorozatokra, melyek egyetlen tagja sem nulla, s melyekre
az (Tpy1/2,) sorozat konvergens, az (y,+1/yn) sorozat pedig divergens.

Adjon példat olyan korldtos divergens (z,), (y,) sorozatokra, melyek egyetlen tagja sem
nulla, s melyekre az (x,41/x,) sorozat konvergens, az (y,11/yn) sorozat pedig divergens.

Adjon példat olyan divergens (x,) sorozatra, amelyre minden egyes rogzitett k& € N esetén
az (Tpyx/Tn) sorozat hatarértéke 1.

Adjon példat olyan divergens (x,) sorozatra, amelyre minden egyes rogzitett k& € N esetén
az (x,.r/r,) sorozat hatarértéke 1-nél nagyobb valds szam.

Adjon példat olyan divergens (x,) sorozatra, amelyre minden egyes rogzitett k& € N esetén
az (Tpyx/Tn) sorozat hatarértéke +oo.



76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

83.
84.

85

86

Adjon példét olyan divergens (x,,) sorozatra, amelyre minden egyes rogzitett paratlan k € N
esetén az (x,.x/x,) sorozat hatarértéke —oo.

Bizonyitsa be, hogy ha (x,) konvergens, akkor minden egyes k € N esetén az (x,.x — =)
sorozat konvergens.

Adjon példat olyan divergens (x,,) sorozatra, melyre minden egyes k € N esetén az (2,4 r—2p)
sorozat nullsorozat.

(a) Melyek a konvergens szamtani sorozatok, és melyek a konvergens mértani sorozatok?

(b) Melyek azok a mértani sorozatok, amelyeknek nincs hatarértéke?

Adjon példét olyan +oo-hez tart6 (z,), (y,) sorozatokra, melyekre az (x,, — y,,) sorozat
hatérértéke

(a) egyenl6 —oo-nel, (b) egyenlé +oo-nel, (c) nem létezik,
(d) egyenld egy elére megadott valds szammal.

Adjon példat olyan (z,) nullsorozatra és +oo-hez tarté (y,) sorozatra, melyekre az
(2 - ypn) sorozat hatérértéke

(a) egyenl6 —oo-nel, (b) egyenld +oo-nel, (c) nem létezik,
(d) egyenl6 egy elére megadott valds szammal.

Adjon példat olyan 0-hoz tarté (z,), (y,) sorozatokra, melyekre egyrészt minden n-re
Yn # 0, masrészt az (z,,/y,) sorozat hatarértéke

(a) egyenlé —oo-nel, (b) egyenlé +oo-nel, (c) nem létezik,
(d) egyenld egy elére megadott valds szammal.

Hogyan viselkedhet két +oo-hez tarté sorozat hanyadosa — hatarérték szempontjabol?

Bizonyitsa be, hogy ha az (z,) sorozathoz taldlhaté olyan 0 pozitiv szam, melyre
valamely kiiszobindextol kezdve minden pozitiv egész n-re

(a) |z, <1—4, akkor lim(z") = 0,
(b) z, > 1+, akkor lim(z") = +o0.

Adjon példat olyan 1-hez tarté (z,) sorozatra, amelyre az (z') sorozat hatarértéke
(a) egyenld O-val, (b) egyenl6 +oo-nel, (c) nem létezik,
(d) egyenld az elére megadott p pozitiv szammal.

Adjon példét olyan pozitiv tagi (z,) nullsorozatra, amelyre az ( {/x,,) sorozat hatarértéke



(a) egyenl6 0-val, (b) egyenld 1-gyel, (c) nem létezik,

(d) egyenlé az elére megadott p € (0, 1) szdimmal.
87. Adjon példét olyan +oo-hez tart6 (x,,) sorozatra, amelyre az ({/z,,) sorozat hatérértéke
(b) egyenld 1-gyel,

(a) egyenlé +oo-nel, (c) nem létezik,

(d) egyenlé az elére megadott 1-nél nagyobb A szdmmal.

88. Az alabbi sorozatok mindegyikérdl dontse el, hogy van-e hatarértéke, s ha van, akkor keresse

meg a hatarértékét! Minden n € N esetén a sorozat n-edik tagja legyen

n+4)—(n+2)! n n+l n!
R (Girt) ) e
(b) n!+ (n+2)! o
(n—Dl'+(n+2) (n —1> (t)
(© (2n+1)'+(2n+2 . (27 4 )2
(2n + 3)! om? +2n+3\*" " nl
(d) M (2n2+2n~|—1) ’ nl 1
2371__2%11 | (Qn +5n+7) (v) <n”e.—”) ’
(e) ot | put? 2n2+5n+3/) "’ (n1)? 1
) T 5n? +3n — 1 (w) (nzn) :
2n — -1 (5n2+3n+3> ) L L
(g) V/5n%+2n+3, (2n — 1) ) < (n!) )
(h) {/2004"™ + 2005" (p) e \/H, nine"
n—+/2 " n n3n o
(i) <1+ = ) : (q) T (z € R), (v) <(n,)3) :
0 (2) R I IR

89. Bizonyitsa be, hogy minden pozitiv egész k mellett

1
1 L kN 1
o I S o (B3 ) -5

90. Az x paraméter minden egyes nemnegativ értéke mellett vizsgalja meg az

sorozatot hatarérték szempontjabol!

91. Legyen (p,) olyan pozitiv tagu sorozat, amelyre létezik a lim(p,11/pn) =: A hatérérték.
Bizonyitsa be, hogy ekkor az ( i/p,) sorozat is tart A-hoz.

92. Bizonyitsa be, hogy az a sorozat, melynek n-edik tagjit az alabbi formuldval értelmezziik,
konvergens:



1 - 1
a ——, (b) (1 - —>,
(&) g VE(k+1) IH 2k
(¢) TIr_, cosxy, ahol (z,,) tetszdleges nullsorozat.

93. Legyen minden porzitiv egész n-re

ap 1= %H exp (Z %) : by, = %exp (Z %) (exp(z) :=e").

k=1 k=1

Bizonyitsa be, hogy

(a) (a,) szigorian monoton névo, (b,) szigorian monoton fogyd sorozat,

(b) e két sorozat azonos hatarértékhez — éspedig pozitiv szdmhoz — konvergal,
(¢) a (3p_, 3+ —Inn) sorozat konvergens,

(d)

2n 2n
1 1
lim exp < E E) =2, lim g 7= In 2.

(Az e alapi exponencidlis fiiggvény inverzeként értelmezett In fiiggvényrél felhasznalhatja
mindazt, amit a kozépiskoldban az 1-nél nagyobb alapt logaritmusfiiggvényekrél tanult).

94. Bizonyitsa be, hogy lim n({/e —1) = 1.
95. Bizonyitsa be, hogy ha minden n € N esetén az «,, szdmot az
1 o,
e= — +
; k! n-nl

egyenloséggel értelmezziik, akkor lim,, ., o, = 1.

96. Bizonyitsa be, hogy minden n € N esetén

(n+1)! (e—Z%)] <e.

97. Az alabbi sorozatok mindegyikérdl dontse el, hogy van-e hatarértéke, s ha van, akkor keresse
meg a hatarértékét! Minden n € N esetén a sorozat n-edik tagja legyen

(a) cosnz (x € R), (c) cos (mvn? +n) , (e) /n-sin (mvn? +1),
(b) sinnz (z € R), (d) cos (2mvn? +1) , (f) nf[cos(2mvn? 4+ 1) —1].

1<

(g) cosz, (lim, .z, =ué€R), (h) sinz, (lim, .oz, =u € R).

(A trigonometrikus fiiggvényekkel kapcsolatban felhasznédlhaté a |sinz| < |z| (z € R)
egyenlStlenség, s mindaz, amit e fliggvényekrdl a kozépiskoldban tanult.)

98. Legyenek (k) és (m,,) tetszéleges indexsorozatok. Bizonyitsa be, hogy ekkor az a sorozat is
indexsorozat, amelynek n-edik tagja



99

100.

101.

102.

103.

104.

105.

106.

107.

(a) Ky +my, (c) (mn)kna (e) 2k, (2) (mn)n27
(b) ky - my, (d) kpn,,, (f) k!, (h) k2 4+ m2,

(i) M, G) (P, (k) 2004k, + 2005m,,.

3

. Legyen minden pozitiv egész n-re a, := 1, b, := /n, ¢, == 2;;13, p1(n) :=2n —1, po(n) :=
2n, p3(n) :=n?, pu(n) := 2" Irja fel (a,), (b,) és (c¢,) azon részsorozatainak elsé négy-négy

tagjat, amelyeket a fenti o) indexsorozatok (k = 1,2, 3,4) hataroznak meg.

Bizonyitsa be, hogy ha (b,,) részsorozata (a,)-nek és (c,) a (b,)-nek, akkor (¢,) részsorozata
(an)-nek.

Bizonyitsa be, hogy ha az (a,) sorozat minden részsorozatanak van 0-hoz tart6 részsorozata,
akkor (a,) nullsorozat.

Bizonyitsa be, hogy ha mind az n +— x5, 1, mind az n — x4, sorozat tart az u valds szamhoz,
akkor lim(z,) = u.

Legyen az (x,) valds szdmsorozatnak a (2n), (2n+ 1), illetve a (3n) indexsorozathoz tartozé
részsorozata rendre az (a,), a (b,), illetve a (¢,) sorozat. Bizonyitsa be, hogy ha az utébbi
hérom sorozat konvergens, akkor (z,) is, majd adjon példat olyan divergens (x,) sorozatra,
amelyre

(a) (bn) és (c,) konvergens, (b) (a,) és (c,) konvergens, (c) (ay) és (b,) konvergens.

Bizonyitsa be, hogy barmely valds szamsorozatnak van olyan részsorozata, amelynek
van hatarértéke.

Mi azoknak a valés szamoknak az X halmaza, illetve R azon elemeinek Y halmaza, amelyek
el6éllnak az (a,) sorozat valamely részsorozatanak hatarértékeként, ha a, =
(=)™ 14 (=1)" n—1 2nm 2n? 2nm
d miaiel
(a) n + 9 ) ()n+1COS 3’ (g) 1_|_n2COS 3’
) 14 Sqesg (0 2D FIDFO, () Y12
(¢) nt=D", (f) 14 nsin o (i) cos™ 5

Bizonyitsa be, hogy egy valds (z,) szdmsorozat pontosan akkor konvergens, ha minden
pozitiv e-hoz taldlhaté olyan pozitiv egész m, hogy az m-nél nagyobb n egészek mindegyikére
|ty — 2| < €.

Bizonyitsa be, hogy ha r € Q, u € R, és az (x,,) sorozat hatérértéke u, akkor az aldbbi
esetek mindegyikében lim,, . x] = u":

(a) r <0< u, és (x,) pozitiv tagi sorozat,

(b) 0 <r,0<u,és (x,) nemnegativ tagi sorozat,

(c) r eléallithaté egy negativ egész és egy paratlan pozitiv egész hanyadosaként; wu is, és
minden n-re x,, is nullatol kiilonbozo,

(d) r el6éllithat6 egy pozitiv egész és egy paratlan pozitiv egész hanyadosaként.



108. Vizsgilja meg az alabbi, rekurziv médon megadott (a,) sorozatok mindegyikét hatérérték
szempontjabol, s ha létezik a hatarérték, akkor allitsa is el azt (az egyes feladatokban
szerepld paraméterek jelentése: p tetszéleges pozitiv szam, k € N, z € R):

—~
84

a =P, Gni1 = 2+ ay,
V3a, — 2,
va, + 6,

a; :==p+ 6, i1 = (a, —3)%,

G

o,
~— — ~— ~— ~— ~ ~— ~—

a; :=p+1, Gny1

o

a; :=p — 6, An+1

D~

(e) ay:=p, Uny1 = \/DP?* + an,
(f) a1 :=p, (pi1 = \/ Dy,
(g) a1 =1, a1 = 1+ 1/ay,,
(h) ay := =z, Api1 = 27 + a2,

. az +12
(i) a1 := =z, (py1 = an?)a% i
() a1 ==, (pi1 = sina,,

(k) a; :=p, Api1 = \/p,

(1) a1 > 0 tetszbleges, a1 =

(v )
an

1 p
(m) ap > 0 tetSZ., Up41 = m <ka/n —+ a_ﬁ))

N | —

1
(m) a1 :=0, a:=1/2, Apy2 = 5(1 + apy1 + a%),
(0) an =21 ahol  fi:=foi=1 & foyo=fap1+ fu-

109. Bizonyitsa be, hogy az alabbi rekurziéval értelmezett ([a,, b,]) intervallumsorozat tetszéleges
pozitiv szamokbdl all6 (a, b) szampér esetén teljesiti a Cantor-féle kozdsponttétel feltételeit:

b e n+ by
a; = \/%, b1 = a;_ s VnéeN Ap+1 = anbn, bn+1 = a —2|— .




4. Végtelen sorok

[e.e]
110. Szamitsa ki a Z X, sorosszeget, ahol minden n € N esetén z,, =

@ ey O e )

) T o @ GrgEoaT
S (i; o @n (-7 )

@) st 0 o w1+t

() Jouz —1248n 45 (m) % (t) In %
(el (n) ”_—m7 (W) Vn+2—2V/n+1+/n,

n(n+1)(n+3)’ vn?+n )
nlm

(8) Vn+1—+/n, (0) sin ., (v) VSN

111. Tetszoleges a és b valds szamok esetén szamitsa ki az alabbi rekurziéval értelmezett sorozat
hatarértékét: a; :==a , as :=b,Vn € N apio = (ans1 + an)/2.

112. Legyen minden n € N esetén a, < b, < ¢,. Bizonyitsa be, hogy ha mind a > a,, mind a
> ¢, végtelen sor konvergens, akkor a > b, végtelen sor is konvergens.

113. Bizonyitsa be, hogy ha a >_ a,, végtelen sor abszolit konvergens, akkor a > a? végtelen sor
konvergens.

114. Bizonyitsa be, hogy ha a > a2, > b2 végtelen sorok konvergensek, akkor, akkor az alabbi
végtelen sorok is konvergensek:

(a) > anbn, (b) > (an + bn)2v (¢) X an/n.

115. Adjon példat olyan (a,), (b,) sorozatokra, amelyekre lim(a,/b,) = 1, > a, konvergens és
> b, divergens.

116. Bizonyitsa be, hogy ha az (a,/b,) sorozat 1-hez tart és > a, abszolut konvergens, akkor a
> by, végtelen sor is abszolit konvergens.

117. Legyen minden pozitiv egész n-re a, az n-edik 4k-1 alaki primszam reciproka. Bizonyitsa
be, hogy a > a? végtelen sor konvergens.

118. Bizonyitsa be, hogy ha az (na,) sorozatnak van hatarértéke, és ez nullatél kiillonbozo, akkor
a Y a, végtelen sor divergens.

119. Bizonyitsa be, hogy ha (a,) pozitiv tagi monoton nullsorozat és > a, konvergens, akkor
(nay) nullsorozat. (Utmutaté: alkalmazza a Cauchy-féle konvergenciafeltételt!)

120. Konvergens-e a »_ a,, végtelen sor, ha a, =



121.

122.

123.

124.

() S(2vR) () - *3 () —

nyn n3(2 + sin(nm/2)’ 5r=l4n—1'
(b) n sin 2( n:; ) , (k) 4n3 sin G T, (S) n gﬁ’
cos®(nm/2 9
w1+ ) =sin=—c——r, (1) 1o
@ 3n_:7’ (m) 1 (u) Lsinl
m 3
24 (—1)" n?ln(n+1)+1’ vnoon
(e> n — ln n ) (n) Sin ﬁ (V) ’[’L3 + 2
() n(2/n + cosnm) n(3 + sin %)’ n® + sin 27
on? —1 ’ 9 9 2" 4+ cosn
€OS 3, (W) o)
(@ Inv/n? + 3n (o) o 3" +sinn
—_— n* —
& vn2—n - () 34+ Tn
() ncos?n (p) 2 cos 75~ 57 +mn’
—’ 4 4 — b
D m (¥) nl/e =17
nlnn 34+ (=1)"

@) 53 (@)~ (z) n2(/e —1)*

Legyen p > 1 valés szam, és minden pozitiv egész n-re x, p-nél kisebb nemnegativ egész.
Bizonyitsa be, hogy a " x,/p™ végtelen sor konvergens!

Bizonyitsa be, hogy ha (z,) olyan sorozat, melyre a Y |z,+1 — x,| végtelen sor konvergens,
akkor az (x,) sorozat is konvergens.

Adjon példat olyan pozitiv tagi divergens > a,, > b, végtelen sorokra, amelyekre a
> min{a,, b,} végtelen sor konvergens!

Konvergens-e a Y a,, végtelen sor, ha a,, =

(a) ZZ—L)Q (e (x) n"‘( > )n

2n+1 (n3 + 1)

() -
b , S S — n
() ——~— (1) n!sin i, 1\ "2
(2n)! on 2n —1
(d) (277, + 2)' ( ) 2| (t) (37”6 + 1) ’
(3n +5)2"’ ) = N
(e) n—i_'5sin%, “2k 41 (®) <3”+1) ’
e 13 (x) g 3k — 1’ (v) 2" te,
(f) 2n)1 5 (=1)"(2n — 1)

6 (n? — 1) () [ 22 A

Al k=1 2 (x) (—1)nsm;—n,
h n , 1 n o n
o R W) W cwtt
(1) m’ (q) (1+%)"24_", (z) cos(mvn?+n).



