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irta: SZILAGYI TIVADAR

1. BEVEZETES

A matematika egyik aganak neveként hasznélt ,analizis” sz6 a fiiggvényanalizis, vagyis a fiigg-
vényvizsgalat szobol szarmazik. A fiiggvények koziil hosszu ideig szinte kizarolag valos értéki fiigg-
vényekkel foglalkozunk. A szorosabb értelemben vett analizis tanulményozésanak megkezdése el6tt
célszertd attekinteni bizonyos alapvets ismereteket a halmazelmélet és a logika témakorébdl, tovabbé
a valos szamok témakorébdl.

1.1. Halmazok, halmazmiveletek

A halmaz fogalméat, és a halmazhoz vald hozzdtartozas fogalméat (més szoval a halmaz eleme fo-
galméat) alapfogalmakként kezeljiik, tehat ezeket nem definialjuk.

Els6 kozelitésben mondhatjuk ugyan, hogy a halmaz bizonyos — jol definialt — dolgok dsszessége,
de ez utobbi fogalom altalanosabb, mint a halmaz fogalma. Példaul megmutathato, hogy az Osszes
halmazok Gsszessége nem lehet halmaz. Az el6bbi mondatban emlitett joldefinialtsag a kovetkezdt
jelenti: barmely A dologgal és X halmazzal kapcsolatban egyértelmtien eldonthets, hogy A hozza
tartozik-e az X halmazhoz, vagy sem, vagyis A € X vagy A ¢ X.

A halmazelmélet axiomatikus megalapozasanak egyik célja annak tisztazasa, hogy mely dsszessé-
geket lehet halmazoknak nevezni, példaul: adott halmazokbol milyen eljarasokkal nyerhetiink tjabb
halmazokat. Mi nem foglalkozunk a halmazelmélet axiomatikus felépitésével, csak példaként em-
litiink hdrom axiomat.

A kovetkez§ allitast meghatérozottsagi axiomanak nevezik:

Ha az A és B halmazoknak ugyanazok az elemei, akkor az A halmaz egyenl6é a B
halmazzal.

Ez az axiéma tehat azt mondja ki, hogy a halmazokat egyértelmiien meghatarozzak az elemeik.
Eppen ennek koszonhetéen, amikor az technikailag megvalosithato, halmazokat jelélhetiink tgy, hogy
kapcsos zardjelek kozott felsoroljuk az elemeinek jeldlésére szolgdld szimbolumokat, a szomszédosakat
egy-egy vesszével vilasztva el egymastol. Példaul a 6-nal kisebb pozitiv egész szamok halmazat
jelolhetjiik igy: {1,2,3,4,5}. Megjegyzendd, hogy az ilyen fajta jelolés hasznalata esetén ugyanaz
az elem tobbszor is szerepelhet a felsorolasban, tehat példaul ha az f fiiggvénynek az x, y és z
helyeken felvett értékeibosl allo {f(z), f(y), f(z)} halmazrol beszéliink, akkor elképzelhets, hogy e
halmaz elemeinek szama csak 2 vagy 1.

1.1. Definici6 (részhalmaz, valodi részhalmaz). Az a kijelentés, hogy az A halmaz részhalmaza
a B halmaznak, a kévetkezdt jelenti: az A halmaz minden egyes eleme egyiittal a B halmaznak is



Szilagyi T.: Analizis I. Bevezetés 2

eleme; ezt a kijelentést az A C B jelsorozattal roviditjik. Ha A részhalmaza B-nek, de nem egyenld
vele, akkor azt mondjuk, hogy A wvalodi részhalmaza B-nek.

A részhalmaz fogalméat hasznalva, a meghatarozottsagi axiéoma igy fogalmazhatdé: ha A és B
halmazok, A C B és B C A, akkor A = B.

Az, hogy egyaltalan létezik legalabb egy halmaz, a rendezetlen parok axiéméajabol kovetkezik:

Barmely két — nem feltétleniil kiilonb6z6 — dologb6l, mondjuk a-bél és b-bél, lehet
képezni olyan halmazt, amelynek a is, b is eleme, s melynek mas eleme nincs.

A meghatarozottsagi axiomabol lehet kovetkeztetni arra, hogy barmely a-hoz és b-hez egyetlen
ilyen halmaz talalhato, ezt nevezik az a-bol és b-bdl képezett rendezetlen parnak. Jelolése: {a,b};
b = a esetén {a}.

A részhalmaz-azioma igy szol:

Legyen H halmaz, T pedig H-n értelmezett tulajdonsag (azaz: H minden egyes elemérdl
egyértelmiien eldonthetd, hogy megvan-e a T tulajdonsaga vagy nincs meg). Ekkor H azon
elemeinek Gsszessége, amelyeknek megvan a T tulajdonsaga, szintén halmaz.

T tulajdonsag helyett beszélhetiink — a kozoktatasban helyenként hasznalt kifejezést kolcson
véve — T' nyitott mondatrol is, ez olyan hozzarendelés, amely a H halmaz minden egyes eleméhez
hozzarendel egy hatarozott logikai értékkel (igaz vagy hamis) rendelkezg allitast. Ekkor a részhalmaz-
axioma szerint a H halmaz azon x elemeinek Osszessége, amelyekre a T'(x) &llitas igaz, maga is
halmaz. Ezt a halmazt igy szokas jelolni:

{reH : T(x)},

példaul

{reR:2* <1}
azoknak a valos szamoknak a halmaza, amelyeknek a négyzete kisebb, mint 1, vagyis ez a —1-nél
nagyobb és 1-nél kisebb valés szamok halmaza. Megjegyzends, hogy itt a kettGspont helyett sokan
inkabb fiigg6leges vonalat irnak.

A részhalmaz-axiomabol kovetkezik az iires halmaz létezése, vagyis azé a halmazé, amelynek
egyetlen eleme sincs (pontosabban az kovetkezik, hogy ha egyéltalan létezik legalabb egy halmaz,
akkor létezik az iires halmaz is): tetsz6leges H halmazhoz vegyiik azt a T nyitott mondatot, amely
minden egyes H-beli x elemhez az © # x allitast rendeli hozza. Az iires halmaz jelolésére a ()
szimbolumot hasznéljuk.

1.2. Definicié (kiilonbséghalmaz). Tetszdleges A és B halmazok (halmazelméleti) kiilonbségén
az

A\B:={x € A:z ¢ B}
halmazt értyiik.

1.3. Definici6 (kiegészité halmaz). Ha valamely vizsgdlat sordn a szerepld halmazok mindegyike
eqy rogzitett és alaphalmaznak nevezett halmaz részhalmaza, akkor ezen X alaphalmaz tetszdleges A
részhalmazdnak kiegészitd halmazdn, vagy komplementerén az

A=X\A
kiilonbséghalmazt értjiik.

1.4. Definici6é (rendezett par). Rendezett pdron olyan figgvényt értink, amelynek értelmezési
tartomdnya az 1 és 2 szamokbdl dllo {1,2} halmaz. E figguénynek az 1, illetve a 2 helyen felvett
értékét a rendezett pdr elsd, illetve mdsodik komponensének nevezzik. Jelolés: (a,b), ahol a, illetve
b a rendezett par elsd, illetve mdsodik komponense.
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Most ennek a fogalomnak egy altalanositasat vezetjiik be.

1.5. Definici6 (rendezett m-es, vagy m-taga sorozat). Tetszdleges pozitiv egész m szim ese-
tén rendezett m-esen vagy m-tagu sorozaton olyan figguényt értink, amelynek értelmezési tar-
tomdnya az m-nél nem nagyobb pozitiv egész szdmok halmaza; ha k m-nél nem nagyobb pozitiv
egész, akkor e figguénynek a k helyen felvett értékét a rendezett m-es k-adik komponensének, illetve
az m-tagi sorozat k-adik tagjinak nevezzik. Jelolés: (ay,...,an), ahol k = 1,...,m esetén aj a
rendezett m-es k-adik komponense.

Evidens, hogy a rendezett m-es fogalmabol specidlis esetként —az m értékét 2-nek valasztva—
megkapjuk a rendezett par fogalmat.

Attol fliggben, hogy az m-tagu sorozat tagjai miféle (matematikai) objektumok, szokas hasznalni
az m-tagu szamsorozat, halmazsorozat, vektorsorozat, stb. szavakat, illetve rendezett par esetén a
szampar, halmazpéar, vektorpéar... szavakat.

1.6. Megjegyzés. Ha a halmazelméletet szigorian deduktiv modon akarndnk tdrgyalni, akkor a
rendezett part a fiigguény fogalmdnak felhaszndldsa nélkil — példdul az (a,b) := {{a},{a,b}} egyen-
loséggel — értelmeznénk, ezt kovetné a reldciok bevezetése, majd a fligguényeké mint specidlis reld-
cioké, utdna lehetne megkonstrudlni a természetes szamok halmazdt, és csak mindezek utdn kévetkez-
hetne az 2-nél nagyobb m-ek esetén a rendezett m-esek fogalmdnak a bevezetése.

1.7. Definici6é (rendezett halmaz-m-es Descartes-szorzata). Egy (A1,...,A,) halmazsoro-
zat Descartes-szorzatdn azoknak a rendezett m-eseknek a halmazdt értjik, amelyekre minden m-nél
nem nagyobb pozitiv egész k esetén a rendezett m-es k-adik komponense eleme az Ay halmaznak.
Jelolések: m = 2 esetén Ay X As, tetszdleges m esetén

HAi vagy Ap X Ag X -+ X Ap;
i=1

ha mindegyik i esetén A; ugyanazzal az X halmazzal egyenld, akkor az X2, illetve az X™ jelélést
haszndljuk.

Széandékosan keriiltiik azt a pongyola szoéhasznalatot, amely az Ay, ..., A, halmazok Descartes-
szorzatarol beszél, és nem az (Aj, ..., A,,) halmazsorozatérol.

1.8. Definicié. Halmazrendszeren olyan halmazt értink, amelynek minden egyes eleme maga is
halmaz.

Halmazrendszer jel6lésére altalaban irott nagy betiiket hasznalunk. Konkrét halmazrendszereket
tobbnyire (halmazértékii) fiiggvény értékkészleteként szoktak megadni. Igy példaul lehet beszélni a
{(km, (k + 1)7,) }kez halmazrendszerr6l. Megjegyzendd, hogy a ,halmazértéki fiiggvény” kifejezés
helyett egyesek a ,halmazcsalad” szot hasznaljak.

1.9. Definicié. Egy H halmazrendszer unichalmaza az a halmaz, melynek elemei H elemeinek ele-

mei. Jelolés: UK. Ha a halmazrendszer valamely (H,).cx fligguény értékkészleteként van megadva,
akkor az unichalmaz jelélésére inkdbb az
U .

zeX
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jelsorozatot haszndljuk. Specidlisan, ha X =1,m (m > 2), illetve ha X = Z*, akkor az

U, illetve U helyett az U, illetve az G
=1

z€l,m z€Zt z=1

szimbolumokat haszndljuk. Végil abban a jol ismert specidlis esetben, amikor H eqy {A, B} ren-
dezetlen pdarral egyenld, természetesen maradunk a mdr jol megszokott AU B jeldlésnél, s hasonld a
helyzet akkor is, ha H véges és elemszama nem sokkal tobb, mint ketté: AUBUC, AUBUCUD,
stb.

Az UH halmaz definicija tehat igy irhato koriil: = € U pontosan akkor teljesiil, ha létezik
az x € H feltételnek eleget tevé H € JH halmaz. Példaul a ctg fiiggvény értelmezési tartomanya
egyenls a definicio ell6tt emlitett halmazrendszernek (intervallumrendszernek) az uniohalmazéval.

1.10. Definicié. Egy nemiires H halmazrendszer metszethalmaza
{reUH :VHeH ze€ H}.

Jelolései csak annyiban térnek el az unidhalmazéitol, hogy az U jel helyére mindenhol a N jel keriil.

1.2. Kiilonféle szamhalmazok jelolése és elnevezése

R  az 0Osszes valos szdmok halmaza,
R™ az Gsszes pozitiv valos szamok halmaza,
Q  az Osszes racionalis szamok halmaza,
Z  az Osszes egész szamok halmaza,
Z%  az bsszes pozitiv egész szamok halmaza,
tetszGleges a € R és tetszbleges a-nél nem kisebb b € R esetén

la,b] ={z €eR:a <z <b}

az ,,a,b zart intervallum”, ezt b = a esetén elfajulonak, a < b esetén nemelfajulénak nevezziik,
tetszGleges valos a és tetszGleges nala nagyobb valés b esetén

(a,b) ={r€R:a <z <b}
az ,a,b nyilt intervallum”,

(a,b :={r €R:a <z <b}
az ,balrél nyilt, jobbrol zart a, b intervallum” és

[a,b) :={r€eR:a<z<b}

a ,balrol zart, jobbrol nyilt a, b intervallum”,

tetszGleges valos u és tetszGleges pozitiv p szam esetén a B(u,p) := (u — p,u + p) intervallumot
,az u szam p sugaru kornyezetének” is nevezziik.

tetszéleges ¢ valos szam esetén

(—o0,¢) :={zr €R:x < c}, (oo, :i={reR:z<c},
(c,4+0) :={r eR:c<x}, [c,4+00) :={r €R:c <z}

a ,minusz végtelen c nyilt”, illetve ,minusz végtelen c jobbrol zart” intervallum, tovabba a nyilt,
illetve balrél zart ,,c plusz végtelen intervallum”,

végiil tetszéleges k és n egész szamok esetén

k,n:={meZ :k<m<n} (ez persze n < k esetén egyenld az iires halmazzal).
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1.3. A valés szamok (rendezett testének) axiéomarendszere

Azok az eljardsok, amelyek a valds szamok halmazanak bevezetésére szolgalnak, két csoportba
oszthatok. Az egyik lehet&ség, hogy halmazelméleti konstrukciok alkalmazaséval négy lépésben
megkonstrualjuk az egyre bévebb szamhalmazokat: az Z7, a Z, a Q, végiil az R halmazt; minden
egyes lépésben definidlva a miveleteket és a rendezést, és bizonyitva ezek lényeges tulajdonsagait.
A masik lehetéség az axiomatikus felépités. Mi ennek az utobbinak egy valtozatat, pontosabban
annak is csak egy kis részét mutatjuk be.

Axiémarendszeriink alapfogalmai a kévetkezdk lesznek:

egy R-rel jelolt halmaz, melynek elemeit valos szamoknak nevezziik;

az R halmaz két kiilonbo6z6 eleme: 0 és 1;

két R-beli miivelet (vagyis két olyan fliggvény, melyek az dsszes valos szampéarok halmazat a valos
szamok halmazaba képezik), a szokasos modon jelolt Osszeadas és szorzas;

egy R-en értelmezett, kisebb-egyenlonek nevezett és a szokasos < szimbolummal jel6lt relacio.

Az axiomak els6 csoportjahoz tartozoé kilenc axidma a miveletek alaptulajdonsagait foglalja dssze:

1. axioma (az Osszeadéas asszociativ). Bdrmely x, y, z valds szimokra (x +y)+2z = x+ (y+ 2).
2. axioma (a 0 neutralis elem az Gsszeadasre nézve). Bdrmely x valds szimra x + 0 = x.

3. axioma (ellentett létezése). Bdrmely x valds szamhoz taldlhato olyan w valds szdm, melyre
r+u=0.

4. axioma (az Osszeadas kommutativ). Bdrmely x, y valds szamokra x +y =y + x.
5. axioma (a szorzas asszociativ). Bdrmely x, y, z valds szamokra (zvy)z = x(yz).
6. axioma (az 1 neutralis elem a szorzasra nézve). Bdrmely x valds szdimra x -1 = x.

7. axiéma (reciprok létezése). Bdrmely nulldtol kilonbozd x valds szdmhoz taldlhato olyan u
valos szam, melyre v - u = 1.

8. axiéma (a szorzas kommutativ). Bdrmely x, y valds szdimokra xy = yx.

9. axioma (a szorzas disztributiv az Gsszeadasra nézve). Bdrmely x, y, z wvalds szimokra
(x+y)-z=ax-2+y- 2.

Az axidmak masodik csoportja a < relacio alapvets tulajdonsagait rogziti:
10. axiéma (a < relacid reflexiv). Minden x € R esetén x < x.

11. axioma (a < relacié trichotom). Bdrmely két kiilonbozé x € R és y € R valds szamot véve,
azx <y ésy < x dllitdsok kézil pontosan egy igaz.

12. axioma (a < relaci6 tranzitiv). ha x <y ésy < z, akkor x < z.

13. axiéoma (a < relacid és az Gsszeadas kapcsolata). Bdrmely x, y, z valds szamokra teljesiil
az, hogy ha x <y, akkor x + z < y + 2.

14. axioma (a < relacid és a szorzas kapcsolata). Bdrmely x, y, z valds szamokra teljesiil az,
hogy ha x <y és 0 < z, akkor x -z <vy- z.
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Miel6tt az axiomak harmadik csoportjat, az utols6 két axiomét ismeretnénk, hosszabb kitérdt
tesziink.

Megjegyezziik, hogy ha most nem folytatnank az axiomarendszert, akkor a rendezett test axidbma-
rendszerét kapnank, tovibba hogy ha csak az els§ kilenc axiomat vennénk (és persze a < relaciot,
mint alapfogalmat elhagynank), akkor a test algebrai fogalménak axiémarendszerét kapnank.

Az Osszes ismert szamolasi szabaly levezethetd az eddigi axiomakbol. Mi példaként ezt az egyet
bizonyitjuk:

1.11. Allitas. Egy szorzat pontosan akkor nulla, ha legaldbb az eqyik tényezdje nulla.

Bizonyitas. Legyen elGszor a tetszéleges valos szam és y olyan valos szam, amelyre 0-a +y = 0
(a 3.axioma szerint ilyen szam létezik), ekkor — az egyes axiomakra roviden csak a sorszamukkal

utalva —
0-a2(0+0)-aZ0-a+0-aq,

mindkét oldalhoz hozzdadva az y szamot, majd djra felhasznalva a most bizonyitott formulat:
0=0-a+y=1[0-a+0-a+y=0-a+[0-a+y YT 0 +0%0-a

Tegyiik fel most, hogy az a és b valés szamok szorzata nulla, a # 0, és ¢ olyan valos szam, amelyre
a-c=1. Ekkor

bEb 121 0L (a-¢) bE(coa) bZc-(a-b)=c-0%0-c=0,
az utolsd 1épésben a bizonyitas elsd felében mar igazolt allitast hasznaltuk fel. [

Kiemeljiik a szamfogalom felépitésének egy érdekes mozzanatat: hogyan lehet definidlni az axi-
omatikus felépitésben a pozitiv egész szamok halmazat.

1.12. Definici6 (induktiv szadmhalmaz). Nevezzik a valds szamok halmazinak egy X részhal-
mazdt induktivnak, ha eqyrészt 1 € X, mdsrészt minden valos © szamra érvényes a kovetkezd imp-
likdcio: ha x € X, akkor x +1 € X.

Jegyezziik meg, hogy létezik induktiv szimhalmaz, példaul maga az R ilyen. Ezek utan a definicio:

1.13. Definici6 (a pozitiv egész szamok halmaza). A pozitiv egész szamok halmaza az induk-
tiv szamhalmazok kozos része (metszete), vagyis azoknak a valds szamoknak a halmaza, amelyek
benne vannak mindegyik induktiv halmazban.

Ebbél a definiciobo6l kénnyen kovetkezik, hogy a pozitiv egész szamok halmaza maga is induktiv
halmaz, tovabba részhalmaza akarmelyik induktiv halmaznak, vagyis a pozitiv egész szamok hal-
maza a legsziikebb induktiv halmaz. A teljes indukcioval torténd bizonyitas modszerének helyessége
egyszertien bizonyithato arra a tényre tamaszkodva, hogy a pozitiv egészek halmaza részhalmaza
akarmelyik induktiv szamhalmaznak. A teljes indukcids bizonyitisok soran ugyanis valojaban a
Z* halmaznak valamely S részhalmazarél mutatjuk meg, hogy egyenls az egész Z* halmazzal, és-
pedig gy mutatjuk meg, hogy igazoljuk az S halmaz induktiv voltat: egyrészt azt, hogy 1 € S,
masrészt minden pozitiv egész n-re az n € S = n + 1 € S implikacio igaz voltat, s ezaltal azt,
hogy Z* C S (S C Z" miatt valoban elegendd a pozitiv egész n szamokra igazolni a fenti imp-
likdciot, hiszen n € R\ Z*1 esetén ennek el6tagja hamis, igy az implikicio ilyenkor automatikusan
igaz). Konkrétabban: teljes indukciot a ;minden pozitiv egész n esetén T'(n)” szerkezeti allitasok bi-
zonyitasara lehet alkalmazni (7'(n) olyan allitas, amely n-rél allit valamit, azaz: T a pozitiv egészek
halmazéan értelmezett tulajdonsag, vagy nyitott mondat), ekkor az S halmazt azoknak az n pozitiv
egész szamoknak a halmazaként lehet értelmezni, amelyekre a T'(n) allitas igaz.
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1.14. Tétel (moédositott teljes indukcidé). Egy S C Z*1 halmaz pontosan akkor eqyenld az 6sszes
pozitiv egész szamok halmazdval, ha (a) 1 € S és (b) minden pozitiv egész n-re abbdl, hogy 1,n C S,
kovetkezik az, hogy n+1 € S.

Bizonyitas. Az teljesen nyilvanvalo, hogy ha S = Z*, akkor (a) is, (b) is teljesiil. Megforditva:
ha (a) is, (b) is teljesiil, akkor S-nek méar az

X:={nezZ":1,nc S}

részhalmaza is induktiv, s emiatt egyenld az sszes pozitiv egész szamok halmazaval: egyrészt 1,1 =
{1} és (a) miatt 1 € X, mésrészt 1,n U {n + 1} = 1,n+ 1 (ami egy preciz felépitésben kiilon
bizonyitéast igényelne) és (b) miatt minden pozitiv egész n-ren € X =n+1e€ X. O

1.15. Megjegyzés. Mind az eredeti, mind a mdodositott teljes indukcionak van olyan wvdltozata 1s,
amelyben az 1 szam kitintetett szerepét egy m egész szam wveszi dt (ez legtébbszor a 0).  Ekkor
tehdt arrél van szo, hogy az m-nél nem kisebb egész szamok halmazdnak egqy S' részhalmaza mikor
egyenld az dsszes m-nél nem kisebb egész szamok halmazdval; és ami az ehhez (sziikséges és) elegendd
feltételparokat illeti, a teljes indukcichoz és a modositott teljes indukcichoz képest csupdn annyit
vdltozik a helyzet, hogy az,,1 € S” feltétel helyére az ,,m € S” feltétel és az 1, n halmaz helyére azm, nn
halmaz lép. A teljes indukcios bizonyitdsok ezen vdltozatainak helyessége egyszeriien abbol kovetkezik,
hogy egy S halmaz pontosan akkor teljesiti a megudltoztatott (m # 1-hez tartozd) feltételpdarok egyikét,
ha az
S—{m—1} :={k—m+ 1}es

halmaz teljesiti a megfeleld, m = 1-hez tartozo feltételpart.

A teljes indukcids bizonyitasok téméajahoz szorosan kapcsolodik az tigynevezett rekurziv definiciok
témaja, pontosabban: sorozatok (a pozitiv egészek halmazén értelmezett fiiggvények) rekurzioval
torténd definidlasanak kérdése. Azt, hogy mit jelent a rekurziv definicio, hétkéznapi nyelven igy
lehet megfogalmazni: egy sorozat rekurzioval torténé értelmezéséhez meg kell adni egyrészt a sorozat
elsG tagjat, masrészt minden pozitiv egész n-hez egy olyan képzési szabalyt (fiiggvényt), amelynek
segitségével a sorozat els§ n tagjabol elgallithatd a sorozat n + 1-edik tagja. A legegyszertibb — és
leggyakrabban haszndlt — esetben az n + 1l-edik tag elGallitasdhoz valojaban csak az n-edik tagot
kell felhasznalni. Ezen beliil is a legegyszertibb esetnek szamit az, amikor ennek az elGéallitdsnak
a modja nem fiigg az n értékétsl, vagyis amikor adott egy nemiires X halmaz, tovabbé egy az X
halmazt 6nmagaba képezs f fiiggvény, és az (z,) sorozatot ugy adjuk meg, hogy egyrészt megadjuk
valahogyan az x; els6 tagot az X halmazban, majd azt mondjuk, hogy minden pozitiv egész n-re
Tpy1 legyen egyenls f(w,)-nel. Példaul: z; := 2; minden n € Z" esetén z,41 := 1,,/2 + 1/x, (itt
X =R", ésaz f: R" — RY fiiggvény minden egyes ¢ pozitiv szamhoz a t/2 + 1/t szamot rendeli).
Nem sokkal bonyolultabb az az eset sem, amikor x,,,, elGallitdsdhoz csak x,-re, és —az 1-nél nagyobb
n egészek esetén — x,,_q-re van sziikség. Ezen beliil megint van egy legegyszertibbnek tekinthetd eset,
amikor adott egy nemiires X halmaz és egy g : X x X — X fiiggvény; megadjuk valahogyan az X
halmazban a sorozat els6 két tagjat, majd azt mondjuk, hogy legyen minden 1-nél nagyobb n esetén
Tpt1 = g(Tp_1,x,). Példaul a nevezetes Fibonacci-féle sorozatnak ez a definicidja: = 1= x9 := 1;
minden 1-nél nagyobb n egész esetén x,,1 := z,_1 + x, (itt X vélaszthato az Gsszes valos szamok
halmazanak, g pedig az R x R — R, (z,y) — x + y fliggvénynek, vagyis az Osszeadasnak).

Visszatérve a valos szamok axiomarendszeréhez, most mar meg tudjuk fogalmazni a harmadik
axiémacsoportot, az utols6é két axiomat.

15. axioma (Arkhimédész-i axiéma). Nincs olyan y valds szam, melyre minden n pozitiv egész
esetén n < y teljesiilne.



Szilagyi T.: Analizis I. Bevezetés 8

16. axioma (Cantor-axiéma). Ha ([a,,b,]) nemelfajuld zdrt intrvallumok olyan sorozata, melyre
minden pozitiv eqgész n esetén [an11,bni1] C |an, by), akkor van olyan ¢ valds szam, amely az [an, by,
intervallumok mindegyikében benne van.

1.16. Definici6. Az olyan (H,,) halmazsorozatot, melyre minden pozitiv egész n esetén Hy,1 C H,,
tartalmazdsra nézve monoton fogyonak nevezziik.

A Cantor-axiéoma tehdt olyan — nemelfajuld zart intervallumokbol 4ll6 — intervallumsorozatrol
sz0lt, amely tartalmazasra nézve monoton fogy6. A Cantor-axiomat nyilvan dgy is lehet fogalmazni,
hogy ha az (a,), (b,) sorozatokra minden pozitiv egész n esetén a, < a,+1 < by1 < b,, akkor van
olyan ¢ valos szam, melyre minden pozitiv egész n esetén a, < c < b,.

Az Arkhimédész-i axiomahoz szorosan kapcsolodik egy definicio, kevésbé szorosan egy tétel, a
Cantor-axiomahoz pedig a Cantor-féle kdzosponttétel:

1.17. Definici6 (feliilrgl, illetve alulrél korlatos szamhalmaz). Az y valds szamot a H szdm-
halmaz felsé korldtjanak nevezziik, ha minden v € H esetén x < y; a H szdmhalmazt feliilrdl
korldtosnak nevezziik, ha van felsd korlatja. Az y wvalds szamot a H szamhalmaz also korldtjanak
nevezziik, ha minden x € H esetén y < x; a H szamhalmazt alulrol korldtosnak nevezzik, ha van
also korldtja. Ha eqy H szamhalmaz alulrdl is és felilrdl is korldtos, akkor korldtosnak nevezzik.

E definici6 értelmében az Arkhimédész-i axioma pontosan azt allitotta, hogy a pozitiv egész
szamok halmaza feliilr6l nem korlatos.

1.18. Megjegyzés. Fgy H C R szdmhalmaz pontosan akkor korldtos, ha van olyan nemnegativ K
szam, amelyre minden v € H esetén |x| < K. Itt a ,nemnegativ’ szd helyettesithetd a ,pozitiv”
szoval 1s.

Bizonyitas vazlata. Valoban, egyrészt, ha van ilyen K szdm, akkor K fels§, és —K alsd kor-
latja a H szamhalmaznak, masrészt, ha A also és B fels§ korlatja a H szdmhalmaznak, akkor a
max{|A|, |B|} szam megfelel a K szerepére. [

1.19. Tétel. Minden nyilt intervallumban van raciondlis szam s, €s irraciondlis szam is.

Bizonyitas. Elég az els¢ allitassal foglalkoznunk, hiszen abbol kénnyen koévetkezik a méasodik: ha
r € QN (a/v2,b/V/?2), akkor /2 (a,b)-beli irracionalis szam (szorozzuk be a a/v/2 < r < b/v/2)
egyenlGtlenségeket v/2-vel). Legyen (a,b) nyilt intervallum, bizonyitjuk, hogy (a,b) N Q # 0.

I) Tegyiik fel elgszor, hogy 0 < a < b és legyen m 1/(b — a)-nadl nagyobb pozitiv egész (az
Arkhimédész-i axioma szerint van ilyen), tehat olyan m pozitiv egész, melyre 1/m < b—a < b
(most hasznaltuk ki azt, hogy a > 0). Az

k
R + .
S:={ke” .m<b}

halmaz nem lehet induktiv, hiszen akkor (minthogy 1 € S) S = Z* volna, tehat a bm szam felss
korlatja volna a pozitiv egészek halmazanak. Ezért van olyan pozitiv egész k, amelyre k/m < b <
(k + 1)/m, kovetkezésképp k/m € (a,b) N Q, hiszen
k 1
—>b——>b—(b—a)=ua.
m m
II) Haa<b<0ésre(—b—a)NQ, akkor —r € (a,b) N Q.
ITT) Ha a < 0 < b, akkor — ismét az 1) részben bizonyitottak szerint — (0,0) N Q # (. O
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1.20. Tétel (Cantor-féle kdzosponttétel). Ha az ([an,b,]) intervallumsorozat tartalmazisra
nézve monoton fogyo, tovdbbd minden pozitiv p szamhoz taldlhato olyan pozitiv egész n, melyre
b, — a, < p, akkor pontosan egy olyan c valos szam taldlhato, melyre minden pozitiv egész n esetén
a, <c<hb,.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy van két kiilonb6z6 olyan valés szam, mely az [a,, b,] intervallumok
mindegyikében benne van. A kisebbiket z-szel, a nagyobbikat y-nal jelolve, minden n pozitiv egész
esetén

by, —an, >y —a, >y—x€RT,

tehat a tételben megfogalmazott mésodik feltétel nem teljesiil. Ha az intervallumok kozott nincs
elfajulo, akkor legalabb egy kozos pont létezését a Cantor-axioma biztositja, ha pedig valamely
pozitiv egész m esetén a,, = b,,, akkor ¢ := a,, nyilvan (az egyetlen) kézos pont. [

1.4. Néhany nevezetes egyenlGtlenség

1.21. Tétel (Bernoulli-egyenlétlenség). Ha n 1-nél nagyobb egész és 1 # v > —1, akkor z™ >
1+ n(z—1).

Bizonyitas. A mértani sorozat dsszegképlete szerint 2" — 1= (z —1)(1+z +... + 2" 1), ezért a
bizonyitando egyenlstlenség egyenértékid azzal, hogy az A :=1+x + ...+ 2" sszeg © > 1 esetén
nagyobb, mint n, x € (—1,1) esetén pedig kisebb, mint n. Ha z > 1, akkor az x,..., 2" ! szamok
mindegyike 1-nél nagyobb, ezért ilyenkor az n tagi A = 14+ + ... + 2" ! Ssszeg nagyobb, mint
n. Ha 2 € (—1,1), akkor minden n-nél kisebb pozitiv egész k esetén ¥ < |2*| < 1, ezért ilyenkor,
lévén A olyan n(> 1) tagu Osszeg, amelynek egyik tagja 1, a tobbi kisebb, mint 1, A <n. O

1.22. Megjegyzés. Annak a kérdésnek a vizsgdlatdra, hogy tovdabbi (n,x) pdrok esetén milyen eld-
jeli az x™ — [1 + n(x — 1)] szdm, a konvez figguények tdargyaldsa sordn fogunk tudni visszatérni.

1.23. Tétel (4ltalanositott Bernoulli-egyenlGtlenség). Ha n 1-nél nagyobb egész szam és a ty,
to, ..., t, szamokra teljesil az, hogy vagy mindegyikik o (—2, —1], vagy mindegyikiik a [—1,0), vagy
mindegyikik a (0, +00) intervallumban van, akkor az 1+t1, 1+to, ..., 14+t, szdmok szorzata nagyobb,
mint 1+t +to+ ... +1t,.

Bizonyitas. I) Tegyiik fel elGszor azt, hogy a ) szémok mindegyike a (—2, —1] intervallumban
van. Ekkor az 1+t szamok mindegyike a (—1, 0] intervallumban van, emiatt ezek szorzata a (—1,1)
intervallumban van, mikézben

IT) Még egyszertibb a helyzet akkor, ha a t; szamok koziil legalabb az egyik —1, és mindnyajan
negativak: ekkor az 1 + t; szamok szorzata nulla, mig az 1 +¢; + ... + t,, 0sszeg negativ.

III) Tegyiik fel most, hogy a t;, szamok azonos eldjeltek, nullatol kiilonbozdk, és mindegyikiik nagy-
obb, mint —1. Alkalmazzunk n szerinti teljes indukciot (lasd az 1.15. Megjegyzést, m := 2). n = 2
esetén a feltételeinkbdl kifolyolag t1te > 0, emiatt (1 +¢1)(1 4+ t2) = 1+ ¢y + €y + tite > 1+t + to.
Az indukcios 1épés: Tegyiik fel, hogy a ti,...,t,41 szamok koziil vagy mindegyik a (—1,0), vagy
mindegyik a (0, +00) intervallumban van. Alkalmazzuk az indukcios feltételt a ty, ..., t, szamokra:

[T+t >1+Ztk,
k=1 k=1
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mindkét oldalt szorozzuk be 1+ ¢, 1-gyel:

n+1 n n-+1 n n+1
[T +t) > (1 +t) (1 +Ztk> =14 )t D taate > 1+ >t
k=1 k=1 k=1 k=1

k=1

O

1.24. Definici6 (szamtani k6zép, mértani kézép). Teszdleges pozitiv egész n esetén az xq,...,2,
valos szdmok szdmtani kozepén az

1 +...+x,
n

Ap(xy, ... mp) =
szdmot, mig a nemnegativ ay,...,a, szdmok mértani kozepén az

Gnlal,...,a,) == Yay ... ay,
szamot értjik.

1.25. Tétel (a szamtani és mértani kbzepek kozti egyenlStlenség). Bdrmely pozitiv egész

n, és barmely nemnegativ ay,...,a, szdimok esetén G(ai,...,a,) < Ap(ay,...,a,). Itt a < jel
helyére pontosan attol fiiggden lehet a <, illetve az = jelet tenni, hogy az aq, ..., a, szimok kézitt

van-e két kilonbozd, vagy nincs.

Bizonyitas. Ha a aq,...,a, szadmok kozott nincs két kiilonboz6, vagyis ha mindegyikiik egyenls
ugyanazzal az A szdmmal, akkor mind a mértani, mind a szamtani kozepiik szintén A-val egyenld.
Ezért a tovabbiakban elég azt bizonyitani, hogy ha az aq,...,a, szamok kozott van két kiillonbo6z6,
akkor a mértani kozepiik kisebb, mint a szamtani. S6t, ekozben azt is feltehetjiik, hogy az a4, ..., a,
szamok mindegyike pozitiv, ellenkezG esetben ugyanis nyilvanvalo, hogy a mértani kézép nulla, a
szamtani kozép pedig pozitiv. Teljes indukciot alkalmazunk. n = 1 esetén az allitds nyilvanvalo
(tovabba az n = 2 eset kozismert a kozépiskolabol). Az indukcios lépés targyalasa céljabol az
altalanossag csorbitasa nélkiil feltehetjiik, hogy a pozitiv szamokbol allo (ay, ..., a,, a,11) sorozat
tagjai kozott fennallnak az a1 < ag < ... < a, < a,41 egyenlStlenségek (az aj szamok sorrendjének
megvaltoztatasa sem a szamtani, sem a mértani kozepet nem valtoztatja meg). Megjegyezziik, hogy
ekkor sziikségképpen fennall az

1 n
S = E;ak < Qpiq

egyenlStlenség. Valoban, minthogy az aj szamok kozott van két kiilonbozé (k € 1,n + 1), a nem-
negativ a,y+1 — ay szadmok koziil nem lehet mindegyik nulla, ezért

n

n
0< Z(an—‘d — ) = Napqy — Zak,

k=1 k=1

ennek egyszerti atrendezésével kaphatjuk az el6z6 kiemelt formulat. Az aq,...,a,41 szdmtani
kozepének n + 1-edik hatvanyat fogjuk alulrdl becsiilni, ehhez ezt a szdmtani kozepet S segitségével
fejezziik ki:

ai +as+ ...+ appy "H_ nS + Gpyq "H_ g G "H_
n+1 B n+1 B n+1l (n+1)S B
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gn+l n_ G m _gntt (] 4 Bn1 S\ 121
n+l (n+1)S B S(n+1)

1.21 a +1_S

az utolsé egyenlGtlenség az ay = as = ... = a, esetben nyilvanvalo, ha pedig az a4, ..., a, szamok
kozott van két kiillonbozd, akkor az indukcids feltevésbdl kovetkezik. [

1.26. Definici6 (harmonikus k6zép). A pozitiv ay, ..., a, szdmok harmonikus kizepén a recipro-
katk szamtani kozepének reciprokdt, vagyis az

—— = H,(a1,...,a,
i+..._|_L (1 )

szamot értjik.

1.27. Tétel (a mértani és harmonikus kézepek kézti egyenl6tlenség). Bdrmely pozitiv egész
n, és barmely p1,...,pn pozitiv szamok esetén H,(p1,...,pn) < Gu(p1,...,0n); itt a < jel helyett

attol fiiggden lehet a <, illetve az = jelet tenni, hogy az pi,...,p, kézott van-e két kilonbozd, vagy
nincs.
Bizonyitas. Az az eset most is nyilvanvalo, amikor az py, ..., p, szdmok kozott nincs két kiilon-

b6z6. A masik esetben a bizonyitandé szigori egyenlétlenség egyenértékii azzal, hogy mértani kdzép
reciproka kisebb, mint a harmonikus kézép reciproka. Ez viszont az el6z6 tételbdl kovetkezik, ha azt
az pi,...,Pn Szamok reciprokaira alkalmazzuk. [J

1.28. Tétel (A Cauchy —Schwarz-féle egyenlStlenség). Tetszdleges pozitiv egész n és tetszdle-
ges valos xy, ..., Ty, Y1, ..., Yn Szdmok esetén

n
E LYk
k=1

n
< Z | zeyk] <
k=1

Bizonyitas. Lasd a gyakorlatokat. [

1.5. Meég egyszer a harmadik axiémacsoportrol

A Cantor-féle kozosponttétel masodik feltételét tgy is lehet fogalmazni, hogy a {b, — an},ez+
szamhalmaznak nincs pozitiv alsé korlatja. S6t, minthogy a 0 szdm nyilvan alsé korlatja ennek
a szamhalmaznak, ehelyett azt is mondhatjuk, hogy a 0 szam a legnagyobb alsd korlatja ennek
a szamhalmaznak (megjegyezziik, hogy a sorozathatarérték fogalmanak bevezetését és a monoton
sorozatok hatarértékérdl szolo tétel bizonyitasat kovetGen lehetdség nyilik majd egy djabb atfogal-
mazasra).

1.29. Definici6 (szamhalmaz als6 (fels6) hatara). Ha az y szam a H szimhalmaz legnagyobb
also korlatja, akkor azt is mondjuk, hogy y a H szamhalmaz also hatara, vagy azt is, hogy y a H
szdmhalmaz infimuma. Ha az y szam a H szdmhalmaz legkisebb felsd korldatja, akkor azt is mondjuk,
hogy vy a H szamhalmaz felsé hatara, vagy azt is, hogy y a H szimhalmaz szuprémuma. A H
szamhalmaz legnagyobb also korldtjdara az int H, legkisebb felsd korlatjara a sup H jelélést haszndljuk.
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A kovetkez6 tételbdl ki fog deriilni, hogy minden nemdiires, alulrél korlatos szamhalmaznak van
als6 hatara, és minden nemiires, feliilrGl korlatos halmazak van fels6 hatara. Talan érdemes —
a definiciot kissé atfogalmazva — leszdgezni, hogy a H szdmhalmaz als6 hatarat két dolog jellemzi:
egyrészt minden x € H esetén inf H < x, mésrészt ha a z szdm nagyobb, mint inf H, akkor talalhato
nala kisebb H-beli elem. Hasonloképpen a H szamhalmaz fels6 hatarat is két dolog jellemzi: egyrészt
minden x € H esetén x < sup H, méasrészt ha a z szam kisebb, mint sup H, akkor talalhaté nala
nagyobb H-beli elem. A most bevezetett fogalmakkal kapcsolatban lassunk két példat.

1.30. Példa. inf{l/n},.z+ = 0. Valdban, egyrészt minden pozitiv (egész) szdm reciproka pozitiv,
igy a 0 szdm also korlditja ennek a szamhalmaznak, s ha nem a 0 lenne a legnagyobb also korldt,
vagyis ha egy p pozitiv szam is also korldt lenne, azaz minden pozitiv egész n esetén p < 1/n lenne,
akkor ezen egyenldtlenség dtrendezésével arra a kivetkeztetésre juthatndnk, hogy az 1/p szam felsd
korldtja lenne a pozitiv egész szamok halmazdnak

1.31. Példa. Minden q € (0,1) ésc € R" esetén inf{c-q"},cz+ = 0. A 0 szdm ennck a szdmhal-
maznak is nyilvanvaloan also korldtja, igy most is ellentmonddsra probdalunk jutni abbdl a feltételezés-
bdl, hogy valamely p pozitiv szam is also korlatja ennek a szamhalmaznak. EbbSl a feltételezésbil, és
a Bernoulli-egyenlétlenségbdl kovetkezik, hogy minden n € Z1 esetén

g = Tn (jg-1)

p<cq =

kovetkezésképpen minden n-re

lenne, ami ellentmondana az Arkhimédész-i axiomdnak.

1.32. Megjegyzés. Az utobbi példa tobbek kézott azért fontos, mert sok konkrét esetben megalapozza
a Cantor-féle kiozdsponttétel alkalmazdsdt. Nevezetesen olyankor, amikor minden n esetén b, —
a1 = (b — a,)/2 (ez a helyzet példdul az igynevezett felezéses” eljdrdssal készitett intervallum-
sorozatok esetén, azaz ha minden n-re az n+ 1-edik intervallum egyik végpontja az n-edik intervallum
kézéppontja, a masik pedig megegyezik az n-edik intervallum egyik végpontjival). Ekkor ugyanis az
intervallumhosszusdgok (b, — ay,) sorozata megegyezik azzal a (c-q") alaku (mértani) sorozattal, ahol
c=2(by —ay) és ¢ =1/2 € (0,1), igy az intervallumhosszisdgok halmazdnak alsé hatdra nulla.

1.33. Tétel. Ha a fenti harmadik axiomacsoportot kicseréljik az alabbi négy dllitas akarmelyikére,
az eredetivel eqyenéréki axiomarendszert kapunk.

1. Bdrmely nemiires, alulrol korldtos szdmhalmaznak van legnagyobb alsé korldtja.

2. Ha A és B olyan nemiires szamhalmazok, melyekre minden (a,b) € A X B esetén a < b, akkor
van olyan ¢ valds szam, melyre minden (a,b) € A x B esetén a < c < b.

3. Ha A és B olyan nemires szamhalmazok, melyekre minden (a,b) € A X B esetén a < b és
AU B =R, akkor van olyan ¢ valds szam, melyre minden (a,b) € A x B esetén a < ¢ < b.

4. Bdrmely nemiires, felilrdl korldtos szdmhalmaznak van legkisebb felsd korldtja.

Bizonyitas. 5. allitdsnak nevezve azt, hogy R ben teljesiil a Cantor-axiéma és az Arkhimédész-i
axioma, elegendd a kovetkez6 6t implikaciot bizonyitani: 1.=2., 2.=3., 3.=4., 4.=5., 5.=1. (persze
az el6taghoz mindeniitt hozza kell kapcsolni egy ,6s” kotészoval az els6 két axiomacsoport axiomait).
1.=2. A 2.a4llitasban olyan A, B halmazokrdl van sz6, amelyekre A minden eleme alsé korlatja
B-nek, ezért B legnagyobb als6 korlatja olyan ¢ valos szam, amely egyszersmind fels korlatja az A
halmaznak.
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2.=3. Nyilvanvalo.

3.=4. Legyen H nemiires, feliilr6]l korlatos szamhalmaz, Jelolje B a H halmaz felsG korlatainak
halmazat és legyen A := R\ B. A < relaci6 tranzitiv volta miatt a H halmaz egy fels korlatjanal
nem kisebb szdm maga is fels6 korlatja H-nak, emiatt tetszGleges a € A, b € B elemekre csakis az
a < b egyenlGtlenség teljesiilhet. A 3. allitas szerint van olyan c¢ valés szam, amelyre minden a € A
és b € B esetén a < ¢ < b. Ha létezne egy c-nél nagyobb H-beli h elem, akkor — minthogy a h-néal
kisebb szamok nem lehetnek fels§ korlatai H-nak — a (¢, h) intervallum elemei ¢-nél nagyobb A-beli
elemek lennének, marpedig ilyenek nincsenek. Tehat c fels§ korlatja H-nak, tovabb& minden b € B
esetén ¢ < b, ami éppen azt jelenti, hogy ¢ az H halmaz legkisebb fels§ korlatja.

4.=5. Legyen ([an,by]) zart intervallumokbol &llo, tartalmazéasra nézve monoton fogyo6 interval-
lumsorozat és jeldlje H az (a,) sorozat értékkészletét. Minden pozitiv egész k és [ esetén ap < by,
azaz a (b,) sorozat minden tagja felsd korlatja a H halmaznak, hiszen m := max{k,l} esetén
ag < am < by, < b, Ebbol kovetkezik, hogy a H halmaz legkisebb fels6 korlatja benne van az [a,,, b,
intervallumok mindegyikében. Attérve az Arkhimédész-i axiomara, ha a pozitiv egészek halmaza
feliilr6l korlatos volna, akkor volna legkisebb felsé korlatja, ezt a-val jelolve, a — 1 < o miatt oo — 1
méar nem volna fels6 korlatja a pozitiv egészek halmazénak. Emiatt 1étezne olyan n pozitiv egész,
amelyre a« — 1 < n < « volna, kovetkezésképpen n + 1 > « volna, ami ellentmondana « felsé korlat
voltanak.

5.=1. Legyen H alulrdl korlatos nemiires szdmhalmaz. Rekurzioval — felezéses eljarassal — értelme-
ziink egy olyan ([a,, b,]) intervallumsorozatot, amely teljesiti a Cantor-féle kozosponttétel feltételeit.
Legyen a; a H halmaz tetszéleges also korlatja, b1 pedig tetszéleges olyan valos szam, amely nem
also korlatja H-nak, azaz nagyobb a H halmaz valamely eleménél (kovetkezésképp a, < b,). Ha
egy pozitiv egész n-re mar értelmeztiik az a,, b, szdmokat, éspedig tgy, hogy egyrészt a, < b,
legyen, masrészt a, alsé korlatja H-nak, b, pedig nem alsoé korlatja H-nak, akkor — bevezetve a
Cn = (apn, + b,)/2 jelolést — legyen

(@1, bni1] = [Cn, bnl, illetve (i1, bpy1] = [an, ¢

attol fiiggGen, hogy ¢, als6 korlatja, illetve nem alsé korlatja H-nak. Evidens, hogy minden n-
re [ani1,bni1] C [an,by], tovabba a 1.32. Megjegyzés szerint inf{b, —a, : n € Z*} = 0, tehat
alkalmazhato a Cantor-féle kozosponttétel. Jelolje u az [a,, b,] intervallumok egyetlen koz6s pontjat;
megmutatjuk, hogy v = inf H. wu als6 korlatja H-nak, ugyanis ha nem ez lenne a helyzet, akkor
volna olyan p pozitiv szam, melyre u —p € H, ehhez a p-hez lehetne talalni olyan pozitiv egész n-t,
amelyre b, — a,, < p, kovetkezésképp v —p < b, — p < a, is teljesiilne, ami ellentmondana annak,
hogy a,, als6 korlatja H-nak. Ha valamely pozitiv p szam mellett u + p is alsé korlatja lenne H-nak,
akkor ismét valasztva egy a b, — a,, < p feltételnek eleget tevs pozitiv egész n-t, azt kapnank, hogy
b, is als6 korlatja H-nak, hiszen kisebb lenne H egy als6 korlatjanal: b, < a, +p <u+p. O

1.34. Definicid. Az eldzd tételben szerepld 1., 4., 3. dllitdst rendre alsbhatar-axioméanak, felsGhatar-
axiomanak, illetve Dedekind-axiomanak nevezziik, a 2. dllitdsra pedig ,,modositott Dedekind-axioma”
néven fogunk hivatkozni.

1.35. Megjegyzés. Ha az A, B szamhalmazok és a ¢ szam a mddositott Dedekind-axiomdban leirt
kapcsolatban dllnak eqymdssal, akkor azt mondjuk,hogy a ¢ szdm elvdlasztja az A és B halmazokat.
Ezeket az elvdlaszto elemeket az jellemzi, hogy felsd korlatjuk A-nak és also korldtjuk B-nek, ezért
ha a nemires A, B szamhalmazokra teljesil az, hogy minden a € A és b € B esetén a < b,
akkor az elvdlaszto elemek halmaza azonos a(z esetleg elfajuld) [sup A, inf B| zdrt intervallummal.
Az ilyen (A, B) halmazpdrok esetén annak szikséges és elégséges feltétele, hogy egyetlen elvdilasztd
elem tartozzék hozzdjuk (vagyis annak, hogy a [sup A,inf B| intervallum elfajuld legyen), az, hogy
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minden pozitiv p szdmhoz létezzék a b — a < p feltételnek eleget tevd (a,b) € A x B elempar.
Valéban, eqyrészt ha sup A = inf B =: y, akkor y—p/2 nem felsé korldtja A-nak és y+p/2 nem alsé
korldtja B-nek ezért taldlhato y — p/2-nél nagyobb A-beli a és y + p/2-nél kisebb B-beli b, mdsrészt
ha minden pozitiv p-hez taldlhatd a b — a < p feltételnek eleget tevd (a,b) € A x B elempdr, akkor
az inf B — sup A kiilénbség minden pozitiv szamndl kisebb, tehdt csakis nulla lehet: inf B — sup A <
b—supA < b—a<p. Vegyiik észre, hogy A és B kozott ilyen kapcsolat dll fenn példaul akkor, ha
([an, b)) a Cantor-féle kizisponttétel feltételeinek eleget tevd intervallumsorozat, A az (a,) sorozat
értékkészlete, B a (by,) sorozat értékkészlete; az egyetlen elvdlaszto elem persze ilyenkor az a szdm,
melyet a kozosponttételben is c-vel jeldltink. Ezek szerint a kézdsponttétel feltételeinek eleget tevd
([an, bn]) intervallumsorozat esetén ezen intervallumok egyetlen kézds eleme egyenld az (a,) sorozat
értékkészletének felsd hatdrdval is, és a (b,) sorozat értékkészletének alsé hatdrdval is.

Most egy fontos példat mutatunk olyan intervallumsorozatra, amely eleget tesz a Cantor-féle
kozosponttétel feltételeinek:

1.36. Allitas. Az az ([a,, by]) intervallumsorozat, melyet az

1n 1n 1n+1 1n+1
O ey NSO My
n n n n

egyenldségekkel értelmeziink, eleget tesz a Cantor-féle kézdsponttétel feltételeinek.

Bizonyitas. El6szor azt bizonyitjuk, hogy minden n pozitiv egészre a,, < apn41 és by, > by11 (vagyis
(a,) szigortian monoton novs, (b,) szigortian monoton fogyo). Az elébbi egyenldtlenség mindkét
oldalabdl n + 1-edik gyokot vonva, az utoébbinak mindkét oldalabol pedig n + 2-edik gyokot vonva
azt kapjuk, hogy elég ezeket bizonyitanunk:

v (n+1 n<n—|—2<n+2 n+1\"
n n+1 n '

Itt az els6 egyenlStlenséget megkapjuk, ha felirjuk az n 4+ 1 taga

1n+1 n—+1
’ n ot n

sorozatra a mértani és szamtani kozepek kozti egyenlétlenséget, a masodik egyenlGtlenség bizonyitésa
céljabol pedig elegendd, ha az n + 2 tagi

1n+1 n—+1
b n n

sorozatra irjuk fel a harmonikus és mértani kézepek kozti egyenlétlenséget, ugyanis egyszert sza-
molassal ellenérizhets, hogy az el6bbi sorozat szamtani kozepe és az utobbi sorozat harmonikus

T,z

az eddigiekbdl az is kovetkezik, hogy mindkét sorozat korlatos: a; = 2 also, by = 4 fels6 korlatja
mindkét sorozatnak. Az utobbi ténynek a felhasznalasaval megmutatjuk, hogy inf{b, —a,} = 0. Ha
p > 0 és n olyan pozitiv egész, amelynek reciproka kisebb, mint p/4, akkor

1\" 1 1
bn—an:(l—l——) [(1+—)—1] <4.-<p.
n n n
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1.37. Definici6 (az e szam értelmezése). Az e szim az eldzd példiban szerepld (a,) sorozat
értékkészletének felsd hatdra.

1.38. Megjegyzés. Az 1.35. Megjeqyzésben és az eldzd példaban mondottak szerint az e szdm az
egyetlen olyan valds szam, amely minden n-re benne van az

SORCON

intervallumban. Az e szdm hat tizedesre kerekitett értéke 2, 71828]1.

A Cantor-féle kozosponttétel ajabb alkalmazasaképpen megmutatjuk, hogy minden pozitiv szam-
nak minden 1-nél nagyobb k egész esetén létezik k-adik gyoke.

1.39. Tétel. Minden 1-nél nagyobb k egészhez és p pozitiv szamhoz taldlhato egyetlen olyan q pozitiv
szdm, melyre ¢* = p.

Bizonyitas. Az, hogy minden (k,p) parhoz legfeljebb egy ilyen ¢ talalhato, konnyen kovetkezik
abbol, hogy pozitiv szamok kozotti egyenlStlenségeket 6ssze szabad szorozni: ha 0 < ¢; < go, akkor
¢ < g5, ezért nem lehet mindkét k-adik hatvany egyenls p-vel.

A létezés bizonyitésa céljabol rekurziv modon, felezéses eljarassal, értelmeziink egy olyan ([a,, by))
intervallumsorozatot, amelyre minden pozitiv egész n esetén af < p < b, amely sorozat tehat
teljesiti a Cantor-féle kozosponttétel feltételeit (1asd 1.32-t), ezen intervallumok egyetlen kozos pont-
jaként fogjuk megkapni a keresett ¢ szamot. Legyen a; := min{l,p} és b; := 2max{l,p}. Az
a; < 1 egyenlGtlenség k — 1 példanyéat Osszeszorozva, majd az igy kapott egyenlGtlenséget még aq-
gyel beszorozva adodik, hogy a¥ < a; < p. Hasonloan, a b; > 1 egyenl6tlenség k — 1 példanyat
Osszeszorozva, majd az igy adodo egyenldtlenséget by-gyel beszorozva kapjuk, hogy b% > b; > p. Ha
egy pozitiv egészre mar értelmeztiik az a,, b, szamokat, éspedig gy, hogy a® < p < bF legyen, akkor
— bevezetve a ¢, := (a, + b,)/2 jelolést — legyen

[n1y b1 = [an, cn), illetve (a1, bnt1] = [Cn,y b,

éspedig attol fiiggden, hogy & > p, vagy & < p. Evidens, hogy mindkét esetben afthl <p< bfLH,
tgyhogy a rekurziv definiciot befejeztiik. Az [a,,b,] intervallumok egyetlen kozos pontjat g-val
jeldlve, igazoljuk, hogy ¢* = p. Ehhez elég azt bizonyitani, hogy az ([a¥,b*]) intervallumsorozat is
teljesiti a Cantor-féle kozosponttétel feltételeit, hiszen mind a ¢¥, mind a p szam benne van ezen
intervallumok mindegyikében. Az a,, b, szamok pozitiv voltabol kovetkezik, hogy az (aF), (bF)
sorozatok ugyanolyan értelemben monoton sorozatok, mint az (a,), illetve a (b,,). Annak bizonyitésa
céljabol, hogy teljesiil az inf{a* — b*} = 0 feltétel is, legyen p tetszéleges pozitiv szam, és n olyan

pozitiv egész, amelyre b, — a,, < p/kb¥~!. Ekkor

k—1 k—1 k—1
by —af = (by — an) Y ab b, < (b —an) D T, = (by —an) Y BT < (b — an)kbT < p.
=0 =0 =0

]
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1.6. Figgvényekkel kapcsolatos alapfogalmak és jelolések

Mar eddig is tobbszor felbukkant a fiiggvény fogalma, amelyrsl az érettségizett didkok tobbsége
ugy gondolja, hogy jol ismeri, mindazondltal nem lesz haszontalan, ha most egy kicsit elidéziink a
fiiggvényekkel kapcsolatos alapfogalmaknal.

A hozzarendelés intuitiv fogalmat alapfogalomnak tekintjiik, ennek segitségével a fiiggvény fo-
galmat ugyanugy irjuk koriil, ahogy azt a kozépiskoldban szoktak tenni: ha X és Y nemiires hal-
mazok, akkor az X halmazt az Y halmazba képez6 (vive) fliggvényen, vagy leképezésen olyan hoz-
zarendelést értiink, amely az X halmaz minden egyes eleméhez az Y halmaz egy-egy elemét rendeli.
Azt a tényt, hogy X és Y nemiires halmazok, f pedig olyan fiiggvény, amely az X halmazt az Y
halmazba képezi, az

f: X—=Y

jelsorozattal juttatjuk kifejezésre.

1.40. Definici6é. Ha f: X — Y, akkor az X halmazt a fiigguény értelmezési tartomdnydnak, az'Y
halmazt a fiigguény (egyik) képhalmazéanak, az x € X elemhez a fiigguény dltal hozzdrendelt Y -beli
elemet a fligguény x-beli helyettesitési értékének, az dsszes helyettesitési értékbdl dallé halmazt pedig
(amely persze részhalmaza az Y halmaznak), a figguény értékkészletének nevezzik. Ha a figguény
értékkeészlete eqyenld az 'Y halmazzal és ezt a tényt hangsilyozni akarjuk, akkor azt mondjuk, hogy a
figguény az X halmazt az'Y halmazra képezi.

Az f fliggvény értelmezési tartomanyanak, értékkészletének, illetve egy x helyen vett helyettesitési
értékének jelolésere a D(f), R(f), f(z) szimbolumokat hasznaljuk; de az utobbi helyett eléfordul az
fz (példaul sorozatok esetén), vagy az fx (példaul a logaritmus- és a trigonometrikus fiiggvények
esetén) is. Hasznalni fogjuk az f : X D— Y jelolést is, ez a kovetkez6t jelenti: f olyan fiiggvény,
amelyre D(f) C X és R(f) C Y.

Két fiiggvény egyenldségéhez mindossze két dolog sziikséges: a) egyezzen meg az értelmezési tar-
toméanyuk, b) a kozos értelmezési tartomany minden egyes eleméhez az egyik fiiggvény ugyanazt az
értéket rendelje hozza, mint a masik. Egy-egy fiiggvény megadasahoz tehat két dolgot kell megad-
nunk: az értelmezési tartomanyt és a hozzarendelés modjat. Ehhez a megjegyzéshez kapcsolodva egy
egyszert példan szemléltetjiik, milyen jeloléseket fogunk hasznéalni konkrét fiiggvények megadasakor:

f:R—R, x—2* vagy f:R—R, f(z):=2% vagy Rz 2%
vagy f(z):=2* (v €R); vagy f[:= (I2>xE[R'
Néhéany sz6 egy ,nemlétezd” fogalomrol, a sziirjektiv fiiggvény fogalmérol, illetve a sokak altal
hasznéalt, de altalam nem hasznélt ,sziirjektiv”’ jelzo6rol.

1.41. Megjegyzés. Az a kijelentés, hogy az [ : X — Y fiigguény szirjektiv, azt szokta jelentent,
hogy f az X halmazt az'Y halmazra képezd fiigguény. Ezek szerint ha valaki eqy f fiigguényrdl azt
dllitja, hogy szirjektiv, akkor ezzel azt akarja hallgatdja (olvasdja) tudomdsdra hozni, hogy mi az
értékkészlete az f-nek, bizva abban, hogy a kontextusbol kideril, melyik Y halmazrol van szo.

TetszSleges nemiires X és Y halmazok esetén Y jeldlje az X halmazt az Y halmazba képezd
fliggvények Osszességét.

1.42. Definici6 (fiiggvény lesziikitései). Ha f : X — Y és ) # H C X, akkor az f figguény
H-ra valo leszikitésén azt a flg : H — Y figguényt értjik, amelyre minden egyes H-beli x esetén
flu(x) = f(x). A g figguény leszikitése az f figguénynek, ha D(f)-nek van olyan nemiires H
részhalmaza, amelyre flg = g.
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1.43. Definici6 (fiiggvény kiterjesztései). Az [ figguény kiterjesztése a g figguénynek, ha g
lesziikitése az f-nek.

1.44. Definici6 (injektiv fiiggvény). Egy az X halmazt az Y-ba képezd figguényt injektivnek
neveziink, ha kilonbozd X -beli elemekhez kiilonbozd Y -beli elemeket rendel.

1.45. Definici6 (injektiv fiiggvény inverze). Legyen f : X — Y injektiv figgvény; ekkor f
inverzén azt az — f1 szimbolummal jelilt — fiigguényt értjiik, amelyre a) D(f~) = R(f), b) minden
eqyes R(f)-beli y esetén [~ (y) az az X-beli elem, amelyre f(f~1(y)) = y.

1.46. Definici6 (kolcsondsen egyértelmii hozzarendelés, bijekcid). Egy figguényrdl akkor
mondjuk, hogy kolcséndsen egyértelmd hozzdrendelést (vagy bijekciot) létesit az X és Y halmazok
kozott, ha injektiv, értelmezési tartomdnya X €és értékkészlete Y .

1.47. Definici6 (halmaz fiiggvény szerinti képe, illetve Gsképe). Tetszdleges [ figguény és
X, Y halmazok esetén az X halmaz f szerinti képe

fIX]:={y € R(f) : Fx € D(f)NX, melyre f(zx) =y},

mig az Y halmaz f szerint dsképe (vagy teljes inverz képe)
[T ={zeD(f) : flz) €Y}

1.48. Megjegyzés. Kinnyen beldthatd, hogy injektiv f esetén mem jeloltink két kilonbozd halmazt
ugyanazzal a jelsorozattal, vagyis ilyenkor tetszéleges Y halmaznak az f~' (f inverze) szerinti képe
eqyenld az Y halmaz [ szerinti dsképével.

1.49. Megjegyzés. Az iménti definicioban bevezetett jeldlések helyett az irodalomban tébbnyire az
f(X), dlletve az f~(Y) jeldléssel lehet taldlkozni. X C D(f) esetén az X halmaz f szerint képére
az { f(x)}rex jelolést is lehet haszndlni.

1.50. Definici6 (Gsszetett fiiggvény, kompozicio). Legyen [ : X1 — Y] és g : Xy — Y5,
tegyiik fel, hogy R(g) N D(f) # 0; ekkor az f figguénybdl mint kiilsd fiigguénybdl, és a g figguény-
bol mint belsd fligguénybdl képezett dsszetett fiigguényen (kompozicion) azt az — f o g-vel jelolt —
fiigguényt értjik, amelyre a) D(f o g) := {z € D(g) : 9(x) € D()}= g~ (D)) ésb) a D(f o g)
halmaz minden egyes x elemére (f o g)(z) := f(g(z)).

1.51. Definici6 (sorozat fogalma). (Végtelen) sorozaton olyan fiigguényt szokds érteni, amelynek
értelmezési tartomdnya a valamely nemnegativ szamndl (tobbnyire az 1-nél vagy a 0-ndl) nem kisebb
egész szdmok halmaza. A szdmsorozat, pontsorozat, vektorsorozat, ... szavak jelentése: olyan soro-
zat, amelynek értékei (tagjai) szamok, pontok, vektorok, ... .

A bijekci6 fogalméanak felhasznalasaval lehet bevezetni néhany fontos halmazelméleti alapfogal-
mat.
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1.7. Néhany tovabbi fontos halmazelméleti fogalom

1.52. Definicié (n elemii halmaz, véges halmaz, végtelen halmaz). Legyen n € Z"; eqy H
halmazrol akkor mondjuk, hogy n elemd, ha létezik bijekcid az 1,n és H halmazok kézitt. Az iires
halmazt 0 elemid halmaznak is nevezziik. Eqy halmaz akkor véges, ha valamely nemnegativ egész n-re
n elemtd. Ha egy halmaz nem véges, akkor végtelen halmaznak nevezzik.

1.53. Definici6 (megszamlalhaté halmazok). A H halmazt megszamlalhatoan végtelennek ne-
vezziik, ha létezik bijekcio a pozitiv egész szamok halmaza és H kézott. A H halmazt megszamldlha-
tonak nevezziik, ha vagy fires, vagy létezik a pozitiv egészek halmazdt H-ra képezd fiigguény.

Nyilvanvald, hogy mind a pozitiv egészek halmaza, mind a nemnegativ egészek halmaza megszam-
lalhatoan végtelen (a definiciban megkovetelt bijekciot értelmezhetjiik példaul az n — n, illetve az
n +— n + 1 hozzarendeléssel). Az Osszes egészek halmaza is megszamlalhatoan végtelen (rendeljiik
hozza példaul az 1-hez a 0-t, minden pozitiv egész n esetén 2n-hez a —n-t és 2n + 1-hez az n-t).

1.54. Példa. Az dsszes pozitiv egészekbdl alkotott rendezett parok halmaza megszdmldalhatéan végte-
len. Valoban, a primtényezds felbontds egyértelmiségébsl konnyen kovetkezik, hogy ha minden pozitiv
egészn-hez azt a (k,m) € ZTXZ™ pdrt rendeljiik, amelyre n = 28~1(2m—1), akkor ez a hozzdrendelés
eqyrészt jol definidlt, mdsrészt bijekcio a Z© és 2T x Z halmazok kizitt.

1.55. Tétel. Ha a I halmazrendszer minden eqyes eleme megszdmldalhato halmaz, akkor az unichal-
maza 15 megszamldlhato.

Bizonyitas. Ha 3 = () vagy H = {0}, akkor az uniohalmaz definicioja szerint az UH halmaz-
nak szintén nem létezhet egyetlen eleme sem. A megszdmlalhatoé halmaz definicida szerint tehat a
tovabbiakban feltehetjiik, hogy a H \ {0} halmaz, melynek uniéhalmaza ugyanaz, mint a J hal-
mazrendszeré, azonos valamely (H, ) halmazsorozat értékkészletével. Legyen minden n € Z* esetén
fn 2T — H, értékkészlete H,. Ertelmezziik az f : Zt — UX_, H,, fiiggvényt tgy, hogy a
28=1(2m — 1) szamhoz rendelje hozza az f,,(k)(€ H,, C H) elemet. Ez jol definialt, és értékkészlete
az egész UH halmazzal egyenls (ha y € UK, akkor valamely m-re y € H,,, azaz valmely m-re
y € R(fn), tehat valamely m-re és k-ra y = fo,(k), azaz f(2""1(2m — 1)) =y). O

1.56. Tétel. Ha [a,b] nemelfajuld zdrt intervallum, akkor [a,b] nem megszamldalhatd halmaz.

Bizonyitas. Ha a (nyilvan nemiires) [a, b] intervallum megszamlalhato volna, akkor elGallna egy
(x,) sorozat értékkészleteként. Ahhoz tehéat, hogy ebbdl az indirekt feltevésbol ellentmondasra
jussunk, elég a kovetkezo6t igazolni: barmely (z,,) szamsorozat és barmely nemelfajulé [a, b] interval-
lumban esetén ennek az intervallumnak van olyan eleme, mely a sorozat minden egyes tagjatol kiilon-
bozik. Az intervallum ilyen tulajdonsagu elemének létezésére a Cantor-axiomabol kovetkeztetiink.
Azt az ([a,b]) intervallumsorozatoot, amelyre a Cantor-axiomét lehet majd alkalmazni, az alabbi
rekurzioval (,harmadolo eljarassal”) értelmezziik: Legyen ag := a, by := b. Ha n olyan nemnegativ
egész, amelyre mar értelmeztiik a,-t és b,-t, éspedig ugy, hogy a, < b, és

[an7bn] - [an—la bn—l] c---C [alabl] C [GO;bO] )

teljesiiljon, akkor — bevezetve a ¢, := (2a, + b,)/3, d, = (a, + 2b,)/3 jeloléseket — legyen
[ans1,bni1] = [dn, by, lletve [ayi1,bn41] = [an,c,] attol fiiggben, hogy az z,.1 szam benne
van az [a,, ¢,] intervallumban, vagy nincs benne. Nyilvanvalo, hogy [a,1,b,11] valodi nemelfajulo
részintervalluma az [a,, b,] intervallumnak, és nem tartalmazza az z,,, szamot. Ezek szerint az
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([an, by]) intervallumsorozat nemelfajulo intervallumok tartalmazéasra nézve monoton fogyo sorozata,
és minden pozitiv egész n-re z, ¢ [a,,b,]. Az el6bbibdl — a Cantor-axiéma alapjan — kovetkezik,
hogy az [a,,b,] intervallumoknak van kozos elemiik, az utobbibél padig az, hogy ha u kozos elem,
akkor u a sorozat minden egyes tagjatol kiilonbozik (v = z, = u ¢ [an,b,)). O

A most bevezetett fogalmakkal kapcsolatban bizonyitas nélkiil elfogadunk néhany alapvets tényt:

1.57. Allitas. I) ha m és n kilonbozé nemnegativ egészek, akkor nincs olyan halmaz, amely egy-
szerre volna m elemi is és n elem is.
II) egy halmaz pontosan akkor megszamldalhatd, ha vagy véges, vagy megszamldalhatdan végtelen,
II1) egy halmaz pontosan akkor végtelen, ha van megszamldlhatoan végtelen részhalmaza.

1.8. Egyvaltozés valos fiiggvényekkel kapcsolatos alapfogalmak

1.58. Definici6 (korlatos fiiggvény). Az f (egyvdltozds) valds figguényt rendre alulrol korld-
tosnak, felilrél korldtosnak, illetve korldtosnak nevezziik, ha értékkészlete alulrol korlatos, feliilrdl
korldatos, illetve korldatos szamhalmaz.

1.59. Megjegyzés. A korldtos halmazoknak az 1.18. Megjeqyzésben adott jellemzése alapjdn dl-
lithatjuk, hogy eqy valds értéki fiigguvény pontosan akkor korldtos, ha van olyan nemnegativ K szdm,
amely a fligguény egyetlen értékének abszolut értékénél sem kisebb. Itt a ,nemnegativ” szo helyette-
sithetd a ,pozitiv” szdval is.

1.60. Definici6 (szamsorozat lokalis als6/fels6 korlatja). Ha az A szamhoz és az (z,) szdm-
sorozathoz taldlhato olyan pozitiv egész M, amelynél nagyobb n-ekre A < x,, akkor azt mondjuk,
hogy az A szdm lokdlis also korldtja az (x,) sorozatnak. Ha a B szdmhoz és az (x,) szdmsorozathoz
taldlhato olyan pozitiv egész M, amelynél nagyobb n-ekre x,, < B, akkor azt mondjuk, hogy a B szam
lokdlis felsd korldtja az (x,) sorozatnak.

1.61. Megjegyzés. A szamsorozat lokdlis also, illetve lokdlis felsd korlatjinak fogalma nem dl-
taldnosan haszndlt fogalmak, ezért ezeket csak ,belsd haszndlatra” vezetjik be.

1.62. Lemma. I) Ha egy szimsorozatnak van lokdlis alsé korldtja, akkor alulrdl korldtos, ha van
lokdlis felsd korldtja, akkor felilrdl korldatos.

II) Ha egy szdmsorozatnak van lokdlis alsé és felsd korldtja is, akkor ez a sorozat korldtos.

III) Ha az (x,) sorozathoz taldlhatd olyan nemnegativ L és olyan pozitiv egész M, amelynél nagyobb
n-ekre |x,| < L, akkor (x,) korldtos.

Bizonyitas vazlata. min{A, zy,..., 2} also, illetve max{B, x1, ...,z } fels6 korlat, a masik két
allitas kovetkezik az elsdbdl (—L lokalis also, L lokalis fels6 korlat). O

1.63. Definici6 (monoton fiiggvény, szigortian monoton fiiggvény). Az f egyvdltozds valds
fligguényt monoton névének nevezzik, ha bdrhogy véve az értelmezési tartomany x elemét, és az x-
nél nagyobb y elemét, ezekre az f(x) < f(y) egyenlétienség teljesil. Az f egqyvdltozds valds fiigguényt
monoton fogyonak nevezziik, ha barhogy véve az értelmezési tartomdny x elemét, és az r-nél nagyobb
y elemét, ezekre az f(x) > f(y) egyenldtlenség teljesil. Ha ebben a definicidban a < jelet a <, illetve
a > jelet a > jelre cserélyiik ki, akkor kapjuk a szigorian monoton névd, illetve a szigorian monoton

fogyo fiigguény definicidjdt.
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1.64. Megjegyzés. Sorozat esetében — x és y helyett n és n + k indexekrdl beszélve — elég a
szomszédos indexpdrokra (k := 1) vonatkozdan megkdvetelni a definicidban szerepld egyenlitien-
ségeket (vagyis példdul az (a,) sorozat pontosan akkor monoton névd, ha minden n pozitiv egészre
an < any1). Ennek (igen konnyd) bizonyitdsa k szerinti teljes indukcioval torténhet.

1.65. Definici6 (paros fiiggvény, paratlan fiiggvény). Az f egyvdltozds (valds) figguényt pd-
rosnak nevezziik, ha az értelmezési tartomdnydnak minden egyes x elemére —x € D(f) és f(—x) =
f(z). Az f egyvdltozés (valds) figgvényt pdratlannak nevezzik, ha az értelmezési tartomdnydnak
minden egyes © elemére —x € D(f) és f(—x) = —f(z).

1.66. Definici6 (periodikus fiiggvény). Legyen p nulldtol kilonbozd valds szam; az f egyvdltozds
(valds) fiigguényt p szerint periodikusnak nevezzik, ha az értelmezési tartomdnydnak minden egyes
elemére x+p € D(f) és f(x+p) = f(x). Egy egyvdltozds (valds) figguényt periodikusnak nevezink,
ha van olyan nulldtol kilonbozd valds szam, amely szerint ez a fligguény periodikus. Ha f p szerint
periodikus, akkor azt is mondjuk, hogy p periodusa az f fiiggvénynek.

1.67. Példak. 1. Minden nulldtol kilonbozd n egész esetén mind a koszinusz-, mind a szinuszfigg-
vény 2nm szerint periodikus; a tg, ctg, cos?, sin? figguények pedig nm szerint.

2. A tortrészfiigguény minden nulldtol kilonbozd egész szam szerint periodikus.

3. Minden nulldtol kilonbozd r raciondlis szam esetén a Dirichlet-fiigguény (amely a raciondlis
szamokhoz az 1, az irraciondlis szamokhoz a 0 értéket rendeli) v szerint periodikus. Ennek bizonyitdsa
céljabol elég annyit ésszrevenni, hogy egyrészt barmely két raciondlis szam dszege raciondlis, mdsrészt
eqy irraciondlis €s eqy raciondlis szam dszege irraciondlis.

4. Minden pozitiv egész k szam esetén a ((—1)") sorozat 2k szerint periodikus.

1.68. Definici6 (konvex fiiggvény). Az egyvdltozds valos f : I — R figgvényt akkor nevezik
konvexnek, ha egyrészt értelmezési tartomdnya nemelfajuld (azaz egynél tobb elemi) intervallum,
mdsrészt barmely I-beli a, barmely a-ndl nagyobb I-beli b és barmely t € (0,1) esetén

flattb—a))=f((1—t)attb) < (1—1t)f(a)+1f(b) = fla) +t(f(b) — f(a)).
Ha itt a < jel helyére rendre a <, a >, illetve a > jelet irjuk, akkor kapjuk a szigorian konvex, a
konkdv, illetve a szigorian konkdv fligguény definiciojdt.

Egyszert geometriai (hasonlosagi) megfontolasok mutatjak, hogy egy nemelfajulo I intervallumon
értelmezett f fiiggvény konvexitasa szemléletesen a kovetkezét jelenti: az [a, b] C I feltételnek eleget
tevd (a,b) intervallumok mindegyikére, az f|. ) fiiggvény grafikonjanak egyetlen pontja sincs az
(a, f(a)), (b, f(b)) pontok (nyilt) Gsszekotd szakasza f6lott (abral).

1.69. Definici6 (fiiggvénymiiveletek). Ha a wvalds értékd f és g figguények értelmezési tar-
tomdanyainak H kézds része nemiires halmaz, akkor az f és g fiigguények dsszege, kiilonbsége, illetve
szorzata az a H-n értelmezett (valds értéki) figgvény, amely minden eqyes H-beli x elemhez hoz-
zarendeli az f(x) 4+ g(x)), f(z) — g(x), illetve f(x)g(x) szdmot. Ha olyan H-beli elem is létezik,
amelyhez g nulldtol kilénbozd értéket rendel, akkor az Osszes ilyen tuladonsdgu H-beli elemek hal-
mazdn értelmezzik f és g hdnyadosdt, éspedig az x — f(x)/g(x) hozzdrendeléssel. Jelolések: f+ g,

f—g9. fag. f/g.

1.70. Megjegyzés. Nyilvdnvalo, hogy valds szdmsorozatok dsszege, kiilonbsége és szorzata maga s
sorozat, mig a hdanyadosuk nem feltétlendil az.

1.71. Definicié. Ha valamely b = (b,) sorozathoz van olyan nemnegativ egész M, amelynél nagyobb
n egészekre b, # 0, akkor a legkisebb ilyet N-nel jelilve, tetszdleges a = (a,) szdmsorozat esetén
értelmezziik az (a,/b,) sorozatot az (a,)/(b,) figgvény azon leszikitéseként, melynek értelmezési
tartomdnya D(a) N D(b) N (N, +00).
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2. SZAMSOROZAT HATARERTEKE

2.1. A hatarérték és a konvergencia fogalma

2.1. Definici6é (valdés hatarérték). Azt mondjuk, hogy az (x,) szdmsorozat hatdrértéke (limesze)
az A wvalds szam, vagy hogy (x,) tart az A szdamhoz, ha minden egyes € pozitiv szamhoz taldlhato
olyan pozitiv egész N, amelynél nagyobb n egészek mindegyikére |z, — A| < €.

2.2. Megjegyzés (elnevezések, jeldlések). Az iménti definicidban szerepld € szamot hibakorldt-
nak, N-t kiiszobindexnek szoktdk nevezni. Valdjiban az N helyett logikusabb az N(g) jeldlés, hiszen
egy olyan fiigguény létezésérdl van szo, amely minden egyes pozitiv szamhoz hozzdrendel eqy pozitiv
egészt. Néha hasznosnak fog bizonyulni eqy még ennél is bonyolultabb jelilés haszndlata (ugyanis
lehetdvé fogja tenni egyes bizonyitdsok lényegének rendkivil tomaor dsszefoglaldsdt): a sorozattdl valo
figgés feltiintetése céljabol az N®(e) jelolésé. Annak a mondatnak a rovid leirdsdra, hogy az (z,)
sorozat hatdrértéke A, a lim,,_o x, = A (kiemelt formuldban a

lim z,, = A),

n—oo
vagy a lim(z,) = A jelsorozatot haszndljuk, mig az ,(x,) tart A-hoz” kifejezést az x,, — A jelsorozat
roviditi.

2.3. Definicié (konvergens, ill. divergens sorozat). Egy szimsorozatot akkor nevezink kon-
vergensnek, ha tart eqy wvalos szdmhoz; ha egy szamsorozat nem konvergens, akkor divergensnek
nevezzik.

A 2.1., 2.7. definiciok megértését (s ennek kovetkeztében szamos tétel megértését is) megkony-
nyitheti az alabbi allitds attanulmanyozasa.

2.4. Allitas. Egy pozitiv egészekbdl dllé H halmazra vonatkozdan az aldbbi két kijelentés eqymdssal
eqyenértéki: 1. wvan olyan N pozitiv egész, amelynél nagyobb egészek mindegyike benne van a H
halmazban, 2. Z+ \ H véges.

Bizonyitas. 1.=2. Az 1.allitasbol kovetkezik, hogy ZT\ H C 1, N, ezért Z"\ H elemeinek szama
legfeljebb V.

2.=1. Ha Z* \ H iires, akkor H = Z", ezért N szerepét akdrmelyik pozitiv egész jatszhatja. Ha
7"\ H nemiires, véges halmaz, akkor e halmaz legnagyobb eleme jatszhatja az N szerepét (azt, hogy
barmely véges nemiires szaimhalmaznak van legnagyobb elme, az elemszam szerinti teljes indukcidval
lehet bizonyitani, ebben a kulcslépés a kovetkezo:

max{ry,..., Ty, Tnp1} = max{max{zy,..., T}, Tpi1}.)

]

2.5. Definicié. Ha eqy T tulajdonsdg értelmezett a pozitiv egész szamok halmazdn, akkor az a kije-

lentés, hogy ,,majdnem minden n-re T'(n)”, azt jelenti, hogy a T'(n) dllitds csak véges szdmii pozitiv

egész n esetén hamis.
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2.6. Megjegyzés (a valos hatarérték definici6janak atfogalmazasa). Ezek szerint a wvalds
hatdrérték definicidja igy is fogalmazhatd: Azt mondjuk, hogy az (x,) sorozat hatdrértéke az A
valds szdm, ha minden pozitiv € esetén csak véges szami pozitiv egész n-re teljesil az |z, — A| > ¢
egyenldtlenség (azaz minden pozitiv € esetén az ezen egyenldtlenség pozitiv egész n megolddsainak
halmaza véges). A 2.5. Definicidban bevezetett szohaszndlattal ugyanez igy hangzik: az (x,) sorozat
hatdrértéke az A szam, ha minden pozitiv € esetén majdnem minden pozitiv egész n-re |x, — A| < .
Valoban, minden pozitiv € esetén alkalmazhato az iménti dllitdas arra a H halmazra, amelynek elemer
az |x, — A| < e egyenldtlenség pozitiv egész n megolddsai.

Atfogalmazhato a definicid az 6skép fogalmdnak segitségével is (ld. 1.47-t): azt mondjuk, hogy
az (x,) sorozat hatdrértéke az A szdam, ha minden pozitiv € esetén az R\ B(A,¢e) halmaznak az (z,)
sorozat szerinti dsképe véges halmaz. Itt persze azt az elemi tényt haszndltuk, hogy x,, pontosan akkor
teljesiti az |z, — A| < e egyenldtlenséget, ha nagyobb, mint A — e és kisebb mint A + ¢.

Az alabbi definicibban olyan mondatok jelentését értelmezziik, amelyekben szerepel egy-egy nem
értelmezett fogalom, a ,plusz végtelen” (jelolése +00), és a ,minusz végtelen” (jeldlése —oo). Em-
lékezziink vissza: hasonld volt a helyzet a végtelen halmaz, és a megszamlalhatoéan végtelen halmaz
fogalmanak értelmezésénél is.

2.7. Definicié (o0, mint hatarérték). Azt mondjuk, hogy az (z,) szdmsorozat hatdrértéke (li-
mesze) 400, vagy hogy (x,,) tart a +0o-hez, ha minden egyes K valds szamhoz taldlhatd olyan pozitiv
egész N, amelynél nagyobb n egészek mindegyikére x, > K. Azt mondjuk, hogy az (x,) szdmsorozat
hatdrértéke (limesze) —oo, vagy hogy (z,,) tart a —oo-hez, ha minden egyes K valds szamhoz taldlhato
olyan pozitiv egész N, amelynél nagyobb n egészek mindegyikére x,, < K.

A definici6ban értelmezett mondat jelekkel torténd leirdsa ugyanugy torténik, mint a valos (véges)
hatarérték esetében, persze az A helyébe 1ép a +o0, illetve a —oo szimbdlum.

2.8. Megjegyzés (a definicié atfogalmazasai). Evidens, hogy a +oo-hez, illetve —oo-hez tartd
sorozat definiciojaban a ,walos” szo helyett irhatjuk a ,pozitiv”, illetve a ,negativ”’ szot is. Most is
mondhatjuk tovdbbd, hogy (x,) pontosan akkor tart a +oo-hez, ha minden pozitiv K esetén csak
véges szami pozitiv egész n-re teljesil az x, < K egyenldtlenség (a (—oo, K]) intervallumnak az
(xn) sorozat szerinti dsképe véges halmaz), illetve ha minden pozitiv K esetén majdnem minden n-re
x, > K.

2.9. Példak. I) Ha A € R és minden n € 7% esetén x, = A, akkor x, — A. Valdban, bdrmely
pozitiv € mellett barmely pozitiv egész vdalaszthato kiiszébindexnek.

II) Az (n") sorozatnak minden raciondlis v esetén van hatdrértéke. Ez a hatdrérték negativ r esetén
0, r = 0 esetén 1, pozitiv r esetén pedig +oo. Valdban, ha p és q pozitiv egészek, r = —p/q, akkor
azoknak a pozitiv egész n-eknek a halmaza, amelyekre az aldbbi — eqymdssal egyenértékid — egyen-
I6tlenségek teljesiilnek, egyenld az 1//c1 szam egész részénél nem nagyobb pozitiv egészek halmazdval:

. 1 ) 1 1\ 1
|n _0| Z &, Z €, np S ™ n? S - ) n S .
Y/ np £ € / e4

r =0 esetén a sorozat minden tagja 1, ezért a hatdrértéke 1, migr = p/q (p,q € Z) esetén azoknak
a pozitiv egészeknek a halmaza, amelyekre az ismét eqymdssal egyenértéki

vnp < K, n? < K9, n < VKa

egyenldtlenségek teljesiilnek, eqyenld a v K9 egész részénél nem nagyobb pozitiv egészek halmazduval,
ez persze ismét véges halmaz.
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III) Az (/n) sorozat hatdrértéke 1. Legyen ugyanis € tetszéleges pozitiv szdm, n > 2 egész, és

alkalmazzuk a mértani és szamtani kozepek kézti eqyenlétlenséget az n tagi (\/n,+/n,1,...,1) soro-
zatra: . )
l—e<1<Yn= v\/ﬁ\/ﬁllg Vntyndlt. 4+ =
n
2y/n+mn—2 2 2 2
_mtn=2 2 2 g2 g,

az utolsd egyenldtlenség egy kiiszobindextdl kezdve minden n-re teljesil (ldsd az eldzd példat r = —1/2
mellett).

IV) A ((—1)") sorozatnak nincs hatdrértéke. Nem lehet ugyanis a hatdrérték —oo, mert a sorozatnak
nincs példaul —2-nél kisebb tagja, ugyanigy nem lehet a hatdrérték +oo sem, mert a sorozatnak
nincs 2-nél nagyobb tagja (vagyis ezekhez a K szamokhoz nem taldlhato alkalmas kiiszobindex).
Nem tarthat a sorozat egyetlen A valds szamhoz sem, mert ha lim(x,) = A lenne, akkor az € = 1
hibakorldthoz vdlaszthatd lenne eqgy N kiiszobindex, amelynél nagyobb n-ekre (példaul n :== N + 1-re)
|Tpi1— 20| < |Tpi1— A|+|A—2x,| < 141 = 2 lenne, holott minden pozitiv eqész n-re |T, 41 —x,| = 2.
V) Minden a € (1,+00) esetén lim(a") = +oo. Valdban, a Bernoulli-eqyenldtlenség szerint a™ >
1+n(a—1), tehdt ha K > 0, akkorn > (K —1)/(a—1) esetén (vagyis véges szami kivétellel minden
pozitiv egész n-re) 1 +n(a — 1) > K, ilyenkor tehdt a™ > K 1is teljestil.

2.10. Tétel (a hatarérték egyértelmiisége). Bdrmely valds szamsorozatnak legfeljebb eqy hatdr-
értéke lehet.

Bizonyitas. Indirekt: tegyiik fel, hogy az (z,) sorozatnak legalabb két hatarértéke van. Ekkor
tehat vagy a —oo és a +00, vagy a —oo és egy A valds szam, vagy egy A valds szam és +oo,
vagy egy A és egy nala nagyobb B valos szam egyarant hatarértéke az (z,) sorozatnak. Ebbdl az
indirekt feltevésb6l mind a négy esetben arra a képtelenségre lehet kovetkeztetni, hogy valamely — két
kiiszobindex nagyobbikaként kaphato — kiiszobnél nagyobb n pozitiv egészek mindegyikére a sorozat
n-edik tagjanak benne kell lennie két diszjunkt halmaz kozds részében, vagyis az iires halmazban.
Ugyanis az elsG esetben példaul a definici6 alapjan meg tudjuk valasztani a két kiiszobindexet tgy,
hogy az egyiknél nagyobb n-ek mindegyikére z, negativ, a masiknal nagyobb n-ek mindegyikére z,
pozitiv legyen. A masodik esetben a definiciokbol olyan M, N kiiszobindexek létezése kovetkezik,
melyekre n > M esetén z, < A—1ésn > N esetén A — 1 < z, < A+ 1, a harmadik esetben
olyanoké, amelyekre n > M esetén A — 1 < z, < A+ 1ésn > N esetén x, > A+ 1, végiil a
negyedik esetben —a p := (B — A)/2 jeloléssel —n > M esetén A —p < a, < A+pésn > N esetén
A+p=B-p<z,<B+p O

Szamos olyan eljarés van, amely hatarértékkel rendelkezd sorozatbol tjabb, az eredeti sorozatéval
megegyezd hatarértéki sorozatot készit; az aldbbi tételben ezek koziil sorolunk fel néhanyat. A
tétel kimondésa kozben — a rovidség érdekében — nem toreksziink maximdlis precizitasra, de ezt
ellenstlyozando, a tétel kimondasat magyarazé megjegyzések kovetik.

2.11. Tétel. Ha az (x,) sorozat hatdrértéke A, amely lehet valds szdm, 400, vagy —oo is, akkor
minden olyan (y,) sorozat hatdrértéke is A, amely a kovetkezd eljardsok valamelyikének alkalmazdisd-
val szdrmaztathato az (x,) sorozatbdl: 1) egy ij tag beiktatdsa az (xy,) sorozat tagjai kizé vagy elé,
2) egy tag elhagydsa az (x,) sorozat tagjai kézil, 3) egy tag meguvdltoztatdsa, 4) az (x,) sorozat
bizonyos szami (akdr végtelen sok) tagjinak megismétlése eqyszer-egyszer, 5) az (x,) sorozatban a
tagok sorrendjének tetszdleges megudltoztatdsa.
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Az 1), illetve a 2) eljaras azt jelenti, hogy van olyan m pozitiv egész, hogy a) minden i € 1, m — 1
esetén y; = x;, b) minden i > m esetén y;,1 = x;, illetve y; = z,,1; 5) pedig egy olyan (m,) : Z+ —
7T bijekci6 1étezését, amelyre minden pozitiv egész n esetén y,, = x,,, .

Bizonyitas. Mind az 6t allitas esetében evidens, hogy konvergencia esetén minden egyes € pozitiv
szamhoz, +00-hez tartas esetén minden K > 0, illetve K < 0 szadmhoz csak véges sok olyan n pozitiv
egész van, melyre |y, — A| > ¢, avagy y, < K, illetve y, > K. [

A kovetkezG egyszert észrevétel lehetGvé teszi, hogy a —oo-hez tartd tételek kimondésat és bi-
zonyitasat konnyd hazi feladatnak tekinthessiik.

2.12. Allitas. Egy szimsorozat pontosan akkor tart a —oo-hez, ha a (—1)-szerese a +o0o-hez tart.

Bizonyitas vazlata. -z, > -K & r, < K. [

2.2. Hatarérték és korlatossag

2.13. Tétel. Minden konvergens sorozat korldtos, de nem minden korldtos sorozat konvergens.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy lim(z,) = A € R. A definiciot példaul az ¢ = 1 hibakorlattal
alkalmazva azt kapjuk, hogy A — 1 lokalis als6 és A + 1 lokalis fels6 korlatja az (x,) sorozatnak,
tehat (1.62) a sorozat korléatos.
A ((—1)") sorozat korlatos, hiszen a —1 szam also, az 1 pedig fels6 korlatja, de mint az imént lattuk
(2.9.1V)), nem konvergens. [

2.14. Tétel. Az (z,) sorozat alulrdl korldtos és felilrél nem korldtos volta sziikséges, de nem ele-
gendd ahhoz, hogy +oo-hez tartson. Az (y,) sorozat felilrél korldtos és alulrél nem korldtos volta
sziikséges, de nem elegendd ahhoz, hogy —oo-hez tartson.

T,z

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy x,, — +00. A +o00-hez tartés definiciojabol latszik, hogy egyetlen K
valds szam sem lehet felsg korlatja, viszont minden egyes valos szam lokalis alsé korlatja a sorozatnak,
tehat az 1.62. Lemma szerint a sorozat alulrél korlatos.

Példa olyan alulrol korlatos, de feliilr6l nem korlatos sorozatra, amely nem tart +oo-hez, az n +—
n(l + (—1)")/4 sorozat: ennek értékkészlete egyenld a nemnegativ egészek halmazaval (minden
paratlan indext tag 0 és minden pozitiv egész k esetén a 2k-adik tag egyenl k-val), amelynek
fels6 korlatja nincs, egy als6 korlatja a 0, de nem tart a +o0o-hez, hiszen a sorozat minden masodik
tagja 0, ezért egyetlen pozitiv K szamhoz sem talalhato olyan kiiszobindex, amelynél nagyobb n-ek
mindegyikére a sorozat n-edik tagja nagyobb volna K-néal.

A tétel masodik allitasa kovetkezik az els6bél és a 2.12. Allitasbol. [

2.3. Hatarérték és az alapmiiveletek

Az alabbi két tétel bizonyitasa soran jo szolgalatot fog tenni a kivetkez6 két egyszerd segédtétel.

2.15. Lemma. Az (x,) sorozat pontosan akkor tart az A szdmhoz, ha az (x, — A) sorozat null-
sorozat.

Bizonyitas. A két definicio szorol szora megegyezik, hiszen minden pozitiv egész n-re |z, — A| =
|(z, — A)—0. O



Szilagyi T.: Analizis II. Szamsorozat hatarértéke 25

2.16. Definici6é (nullsorozat). A 0-hoz tarté sorozatokat révidebben nullsorozatoknak is nevezziik.

2.17. Lemma (miiveletek nullsorozatokkal). I) Két nullsorozat dsszege nullsorozat,
II) egy korldtos sorozat és egy nullsorozat szorzata nullsorozat.

Bizonyitas. 1) Tegyiik fel tehat, hogy lim(u,) = lim(v,) = 0 és legyen ¢ tetsz6leges pozitiv szam.
Ekkor az /2 hibakorlathoz — mint mint minden pozitiv szamhoz — létezik olyan N; = N"(g/2) és
Ny, = N"(¢/2) kiiszobindex, melyekre n > Ny esetén |u,| < €/2 és n > Ny esetén |v,| < £/2, ezért
ha n > N“"(g) := max{Ny, Ny}, akkor

3

226.

5

[t + Vn] < Jun| +Jvn] < 5+
IT) Legyen tehat (u,) korlatos sorozat, K olyan pozitiv szam, melyre minden pozitiv egész n es-
etén |u,| < K, (v,) nullsorozat és e tetszbleges pozitiv szam. Valasszunk az /K hibakorlathoz
olyan kiiszobindexet, amelynél nagyobb n-ek mindegyikére |v,| < €/K. Ekkor ugyanezen n pozitiv

egészekre
€
[ty Op| = |t - U] <K-§:5.

]

2.18. Tétel (konvergens sorozatok Gsszege). Ha lim(z,) = A € R és lim(y,) = B € R, akkor
lim(z, +yn) = A+ B.

Bizonyitas. Alkalmazva elGszor a 2.15. Lemmat az (x,,), (y,) sorozatokra, majd a 2.17. Lemma I)
allitasat az (x, — A), (y, — B) nullsorozatokra, azt kapjuk, hogy az (z, + y, — A — B) sorozat is
nullsorozat, vagyis — ismét a 2.15. Lemma szerint — lim(z,, + y,) = A+ B. [

2.19. Tétel (konvergens sorozatok szorzata). Ha lim(z,) = A € R és lim(y,) = B € R, akkor
lim(z, -y,) = A- B.

Bizonyitas. Az el6z6 két lemma szerint elég azt igazolni, hogy az (x,,-y,, — A- B) sorozat elGallithato
két nullsorozat Gsszegeként. Egy ilyen elGéllitas az

Ty Yn—A-B=y yo—A-yp+A-y—A-B=(x,—A) -y + A (y — B)

azonossagbol olvashato ki: a 2.17. Lemma IT) részébdl, valamint a konvergens sorozatok korlatos
voltabol (2.13) kovetkezik, hogy mind az ((z, — A) - yn), mind az (A - (y, — B)) sorozat nullsorozat.
O

2.20. Tétel (tobbtagn Osszeg és tobbtényezds szorzat hatarértéke). Konvergens sorozatok
akdrhdny tagu dsszege és akdrhdny tényezds szorzata konvergens, az 0sszeq hatdrértéke eqyenld a
tagok hatarértékeinek osszegével, a szorzat hatdrértéke eqyenld a tényezdk hatdrértékeinek szorzatdval.

Bizonyitas vazlata. Alkalmazzunk az 6sszeg tagjainak szama szerinti, illetve a szorzat tényezdinek
szama szerinti teljes indukciot, tovabba hasznéljuk fel az el6z6 két tételt. [

2.21. Tétel (konvergens sorozat abszolat értéke). Ha lim(z,) = A € R, akkor lim(|x,|) =
A
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Bizonyitas. Legyen ¢ tetszGleges pozitiv szam és N olyan kiiszobindex, amelynél nagyobb n-ek
mindegyikére |z, — A| < €. Ekkor ugyanez a kiisz6bindex jo lesz az (|x,|) sorozathoz is, hiszen

||zn| = [A|l < Jzn — Al O
2.22. Példa. Divergens sorozat abszolit értéke is lehet konvergens, példdul az n — (—1)" sorozaté.

E példa ellenére egy specialis esetben az abszolutérték-sorozat konvergencidjabol lehet kovetkez-
tetni az eredeti sorozatéra:

2.23. Tétel. Egy (z,) sorozat pontosan akkor nullsorozat, ha az (|z,|) sorozat nullsorozat.

Bizonyitas vazlata. |z, — 0| = |z,| = ||z,| —0[. O

2.24. Tétel (konvergens sorozat reciproka). Ha lim(z,) = A € R\ {0}, akkor 1) véges sok
olyan n pozitiv egész van, melyre x, = 0 (kivetkezésképpen lehet beszélni az (1/x,) sorozatrdl); 2)
lim(1/z,) = 1/A.

Bizonyitas. El6szoris (az el6z6 tétel alapjan, az € := |A|/2 hibakorlathoz) vegyiink egy olyan M
kiiszobindexet, amelynél nagyobb n-ekre ||z, | — |A|| < |A|/2, kovetkezésképpen |x,| > |A|/2; egy
ilyen kiiszobindex létezésébdl az 1) allitas rogton kovetkezik. A 2) allitas bizonyitasa céljabol a 2.15.
és a 2.17. Lemma szerint elég annyit igazolni, hogy az (1/x, — 1/A) sorozat elgall egy O-sorozat és
egy korlatos sorozat szorzataként. Az (1/z,) sorozat értelmezési tartoményanak minden egyes n

elemére
1 1 A—x, 1

oS — (A — L
x, A oz, A ( Tn) Az,’

és minthogy n > M esetén
1 1 1 2 1 2

S G
Aza| |zl |A] 7 [A]|A] A

a 1.62. Lemma szerint az imént kapott szorzatelGallitas méasodik tényezGje korlatos. [

2.25. Tétel (konvergens sorozatok hanyadosa). Halim(z,) = A € R éslim(y,) = B € R\{0},
akkor 1) véges sok olyan n van, melyre y, = 0 (kivetkezésképpen lehet beszélni az (x,,/yy,) sorozatrdl),
2) im(z,/y,) = A/B.

Bizonyitas. Alkalmazzuk el§szor az eléz6 tételt az (y,) sorozatra, majd a szorzatsorozat konver-
gencidjara vonatkozo tételt (2.19) az (x,,) és az (1/y,) sorozatokra. [J

2.26. Példa. Legyen q > 1 egész szdam, teqyiik fel, hogy létezik a lim(x,) =: A, és ha q pdros, akkor
azt is tegyik fel, hogy minden n-re x, > 0. Ekkor a (¥x,) sorozatnak is van hatdrértéke, s ez a
hatdrérték valds A esetén ¥/ A-val, A ¢ R esetén A-val egyenld.

Bizonyitas. Ha A ¢ R, akkor az &llitas abbol kovetkezik, hogy minden pozitiv K szam esetén a
x, > K, illetve paratlan ¢ esetén a ¢z, < —K egyenl6tlenség egyenértéki az x,, > K9, illetve az
x, < —K? egyenlGtlenséggel, ezért ha az egyik teljesiil egy kiiszobindex felett minden n-re, akkor
ugyanez mondhato a vele egyenértéki méasikra is. Hasonloan egyszertien intézhets el az A = 0 eset
is amiatt, hogy a —e < ¢/, < € egyenlStlenségpar pontosan akkor teljesiil, amikor |z,| < £%.
Tekintsiik végiil azt az esetet, amikor A nullatol kiilonboz6 valos szam. A (¢/x,, — v/A) sorozatrol
mutatjuk meg azt, hogy nulldhoz tart, éspedig annak kdévetkeztében tart nulldhoz, hogy eléll az
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(x, — A) nullsorozatnak és egy korlatos sorozatnak a szorzataként (2.15 és 2.17/II)). Legyen M
olyan kiiszobindex, amely felett minden n-re |z,, — A| < |A|, ezekre az n-ekre tehat x, és A azonos
elGjeliiek, kovetkezésképpen az ilyen n-ekre az

1
= () (VA)

Yoy — VA= = (7, — A)

q
egyenlGség jobb oldaldn 1év6 tort nevezdje pozitiv, s6t nagyobb mint <\‘1/Z) (tehat a reciprok
kisebb, mint ez utobbi szadm reciproka, ebbdl pedig az 1.62. Lemma alapjan adodik az elsG tényezd

korlatossaga):

: () (V)" = (ﬂ)“qz (\/;) - (va)" (1 +z (\/;)) - (va)™

q— -1
1= 1=0

O

2.27. Tétel. Eqy +o0o-hez tarto és eqy alulrol korldtos sorozat 0sszege tart a +oo-hez.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy lim(z,) = 400 és minden pozitiv egész n esetén y, > A. Ekkor
tetszbleges K pozitiv szamhoz talalhato olyan N kiiszobindex, melynél nagyobb n-ek mindegyikére
x, > K — A, tehat z, +y, > A. O

2.28. Kovetkezmény. Két +oo-hez tarto sorozat dsszege is, tovabbd eqy +oo-hez tarto és eqy kon-
vergens sorozat dsszege is tart a 4+o0o-hez.

Bizonyitas. Teljesiilnek az el6z§ tétel feltételei: a 2.13. illetve a 2.14. Tétel szerint mindkét esetben
egy +oo-hez tarto és egy alulrol korlatos sorozat 0sszegérdl van szo. [

2.29. Tétel. Legyen (z,) +oo-hez tartd sorozat, (y,) pedig olyan sorozat, melynek van pozitiv lokdlis
alsd korldtja. Ekkor lim(x,y,) = +o0.

Bizonyitas. Legyen K tetsz6leges pozitiv szam, p az (y,) sorozat pozitiv lokalis also korlatja, Ny
olyan pozitiv egész, amelynél nagyobb n egészek mindegyikére vy, > p, Ny pedig olyan kiiszobindex,
melytdl kezdve minden n-re x,, > K/p. Ekkor a max{N;, Ny} kiiszobindexnél nagyobb n-ek minde-
gyikére x, -y, > (K/p)-p=K. O

2.30. Kovetkezmény. Ha az (x,) sorozat hatdrértéke +oo, az (y,) sorozaté pedig vagy +00, vagy

egy pozitiv szam, akkor lim(x,y,) = +oo.

Bizonyitas. Teljesiilnek az el6z6 tétel feltételei: az elsé esetben akarmilyen pozitiv szdm, a méa-
sodik esetben a (0,1lim(y,)) intervallum akérmelyik eleme lokalis also korlatja az (y,) sorozatnak.
O

2.31. Példa. Legyen r tetszdleges pozitiv egész, by, ..., b._1 tetszdleges valos szamok, b, tetszdleges
nulldtol kilonbozd valos szdm, végil minden pozitiv egész n-re legyen

Ay = bn" 4+ b_n" L+ ..+ byn + bo.
Ekkor

—00, ha b, <O0.

n—oo

. { +00, ha br > 07
lim a, =
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Bizonyitas. Az allitas abbol kovetkezik, hogy az (a,) sorozat el6all egy +oo-hez tarto, és egy
b-hez tartd sorozat szorzataként, hiszen minden pozitiv egész n-re

b,_ b b
an:nT(br—i- n1+...+ ! —i——O).

nr— 1 nr

]

2.32. Példa. Legyenek k és m tetszdleges nemnegativ egészek, cqy, ..., cr_1 €S dy,...d,_1 tetszdleges
valos szamok, ¢y €s d,, tetszdleges nullatol kilonbozd valos szamok, végil minden pozitiv egész n-re
legyen

an®+ o n* P+ +ean+c

U= a4 dpy ™+ .+ din+do
Ekkor
0, ha k <m,
Ck;
— ha k=
lim a, = d,,’ ¢ s

400, hak >m és cpd,, >0,
—00, ha k> m és cpd,, <O0.

Bizonyitas. Az a, definiciojaban szerepld tortet mind a négy esetben egyszertsiteni fogjuk n™-
mel. A k < m esetben célszerii bevezetni a ¢; := 0 jelélést minden k-nal nagyobb és m-nél nem
nagyobb i-re, ennek kdszonhetGen ugyanis a k£ < m és a k = m eset egyszerre vizsgalhato. Mindkét
esetben azt kapjuk, hogy az emlitett egyszertisités utan mind a szamlalo, mind a nevezé egy konstans
és m darab nullsorozat Gsszege:

Cm—1 C C
Cn+ B A

- dm—1 d dg
dm+ n ++nm—1+nm

Qn

igy az 0j szamlalo hatarértéke c,,, az Gj nevez6é d,,.
Tegyiik fel most, hogy k > m, jeloljiikk (1) jobb oldalat z,-nel, nevezGjének reciprokat y,-nel.
Ekkor
an = Yn (™™ + oo e n) + 2,

Itt a jobb oldal elsé tagjaban a mésodik tényezs +oco-hez vagy —oo-hez tart attol fiiggben, hogy cx
pozitiv vagy negativ (lasd a 3. hatarértéket), s minthogy az els6 tényez6 hatarértéke 1/d,,, az elss
tag +o00-hez vagy —oo-hez tart attol fiiggen, hogy a ¢y, d,, f6egyiitthatok azonos, vagy kiilénb6z6
elGjeltiek. Végiil ugyanez mondhato (a,)-rél is, hiszen a masodik tag korlatos (s6t konvergens:
hatarértéke ¢, /d,,).

O

2.33. Tétel. Egy (x,) sorozat pontosan akkor tart a +oo-hez, ha teljesiti a kivetkezd két feltételt:
(a) valamely kiiszobindex feletti n pozitiv egészek mindegyikére x,, > 0, (b) (1/x,) nullsorozat.

Bizonyitas. 1) Tegyiik fel el6szor, hogy (z,,) teljesiti az (a) és (b) feltételt. Legyen K > 0, N,
pedig olyan pozitiv egész, amelynél nagyobb n-ek mindegyikére x, > 0. A (b) feltétel szerint van
olyan Ni-nél nagyobb N pozitiv egész, amelynél nagyobb n-ek mindegyikére 1/x, = |1/x,| < 1/K,
ezekre az n-ekre tehat x,, > K.

IT) A 4oo0-hez tartdé sorozat definiciojabol kozvetleniil kovetkezik (a) is (K := 0) — aminek
kovetkeztében lehet beszélni az (1/x,) sorozatrol — és (b) is K :=1/¢). O
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2.34. Példa. Vqe (—1,1) lim(g") = 0.
Bizonyitas. ¢ = 0 esetén az allitas nyilvanvalo (2.9./1)). Ha 0 < |¢| < 1, akkor

) 1
1lgl > 124 lim — = 100 22 lim |g|" = 0 28 1im ¢" = 0.

n—00 | ’n

]

Sem +-o00-hez tarto sorozatok kiilonbségének, sem +oo-hez tarto sorozatok hanyadosédnak hatar-
értékérsl nem lehet semmi Altaldnos érvénytit mondani, sem olyan hanyadossorozatokérdl, ame-
lyeknek a nevezgje nullsorozat, sem olyan szorzatsorozatokérol, amelyek egyik tényezGje +oo-hez
tartd sorozat, a mésik nullsorozat — eltekintve attol, hogy ha két +oo-hez tarté sorozat hinyadosa-
nak létezik hatarértéke, akkor az nem lehet sem —oo, sem negativ szam. Ezt a téméat a gyakorlatokon
részletesebben targyaljuk.

Két +oo-hez tarto sorozat hanyadosanak hatarértékérdsl két tovdbbi feltétel teljestilése esetén lehet
valamit allitani, tobbek kozott ez is kiolvashato az alabbi tételbdl:

2.35. Tétel (Stolz tétele). Ha (b,) szigorian monoton nem korlditos sorozat, (a,) pedig olyan
sorozat, melyre létezik a im((any1 — an)/(bps1 — by)) =: v hatdrérték, akkor lim(a,/b,) = v.

Bizonyitas. Tegyiik fel elgszor, hogy (b,,) szigortian monoton névs. Az allitast av € R, a v = 400,
és a v = —oo esetekben kiilon-kiilon bizonyitjuk, de mindhadrom esetben felhasznaljuk azt, hogy
barmely m és m-nél nagyobb n pozitiv egészek esetén

an  (An = Gn 1)+ A (A1 = ) A = b= bk —ap1 | an
b, b, - Z +

k=m-1 bn bk - bkfl bn .
Tegyiik fel tehat elGszor azt, hogy v valds szam, ¢ tetszbleges pozitiv szdm, m olyan kiiszébindex,
melyt6l kezdve minden n-re

Ap — Ap—1

b, >0 é —_—
* bn - bnfl

9
—U‘<§,

N pedig olyan m-nél nem kisebb kiiszobindex, melytsl kezdve minden n-re (a,, — b,,v)/b, < /2
(a szamlalo konstans volta és a nevezd végtelenhez tartasa miatt létezik ilyen N). Ettél az N-t6l
kezdve minden n-re (felhasznélva a

" by — by b
v = Z %U + 3"
k=m+1

atalakitast és a haromszog-egyenlGtlenséget)

an " by, — by (ak — a1 ) U — by ¥
L A
bn J—— bn bk - bkfl bn
" by — by |ap — ap_q A, — by g b,—0b, ¢
< — UL P — <e.
= k;ﬂ by | bk — by “) T, 2 "5, 2°°¢

Ha v = 400, K tetsz6leges pozitiv szam, m olyan kiiszébindex, melyt6l kezdve minden n-re

by >0 & Tl oK 4 1),
bn_bn—l
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N pedig olyan m-nél nem kisebb kiiszébindex, melytsl kezdve minden n-re a,,/b, > —1 és b, /b, <
1/2, kovetkezésképpen (b, — by,) /b, > 1/2 is teljesiil (az (1/b,) sorozat nullsorozat), akkor egy ilyen
N-t6l kezdve minden n-re

G, g bk: - bk’—l A bn - bm Am
— >2(K+1 —_— + — =2(K +1 —>K+1-1=K.
bn>(+)z ot AR DT g s K
k=m+1
Végiil a v = —oo esetben alkalmazhatjuk az imént bizonyitottakat a (—a,), (b,) sorozatokra, ebbdl

azt kapjuk, hogy lim(—a,/b,) = +o0, tehat lim(a,/b,) = —oc.
Ha (b,) szigortian monoton fogyo, akkor alkalmazhatjuk a méar bizonyitottakat a (—a,), (—b,)
sorozatokra, és ebbdl éppen azt kapjuk, hogy ezek hanyadosanak hatarértéke v. [

2.4. A kibdvitett valos szamhalmaz

A valés szamok halmazat tobb szempontbol is célszert kibGviteni két elemmel, a minusz végtelennek
(melynek szokasos jelolése —o0), illetve plusz végtelennek nevezett (+00) elemekkel. E két 4j elem
mibenlétének a kérdésével nem foglalkozunk, csak azt tessziik fel, hogy ezek egymastol is, és minden
egyes valos szamtol is kiilonboznek. Az R U {—oo} U {+occ} halmazt réviden az R szimbolummal
jeloljiik. A < relaciot is kibovitjiik R-beli relaciova a kovetkezs megallapodasokkal: —oo < 400,
—00 < x és © < +00 minden egyes x valos szam esetén. Ezekkel a megallapodasokkal 6sszhangban
beszélhetiink a kibévitett <, > és > relaciokrol is (z < y és y > x jelentse azt, hogy © < y vagy
x =1y, y > x jelentse azt, hogy = < y).
Az alabbi harom tétel bizonyitasa héazi feladat:

2.36. Tétel. A kibdvitett < reldciora teljesiilnek a valds szamok aziomarendszerének 10.,11., 12. azxi-
omai — ezeket most persze ugy értve, hogy benniik R helyett R-t irunk.

Az 1.17. Definiciéban valés szam helyett R-beli elemet mondva, megkaphatjuk a valos szamhalmaz
(vagy akar az R-beli halmaz) R-beli fels6, illetve alsé korlatjanak fogalmat, majd ezek segitségével az
R-ra vonatkozoan feliilrél korlatos, alulrél korlatos, illetve korldtos szamhalmaz (vagy R-beli halmaz)
fogalmat. Az utébbiak persze teljesen érdektelen fogalmak, hiszen ha H C R, akkor nyivanvalo, hogy

—oo also korlatja, a +oo pedig felsG korlatja H-nak, agyhogy H korlatos (@—ra vonatkozoan).

2.37. Tétel. Ha H C R, akkor H R-beli felsé korldtainak halmazdban van legkisebb elem, és H
R-beli also korldtainak halmazdaban van legnagyobb elem.

2.38. Tétel. Ha H C R nemiires, alulrdl korldtos az eredeti értelemben, akkor int H azonos a H
halmaz legnagyobb R-beli alsé korldtjaval, ha H C R nemiires, feliilrdl korldtos az eredeti értelemben,
akkor sup H azonos a H halmaz legkisebb R-beli felsd korlatjaval.

2.39. Megjegyzés. A legqutobbi tételnek kiszonhetden nem okoz zavart az az dltaldanosan elterjedt
szokds (melyhez mi is csatlakozunk), hogy eqy H C R halmaz legnagyobb R-beli alsé, illetve a legkisebb
R-beli felsé korldtjdt is az inf H, illetve a sup H szimbdlummal jelolik, tovdbbd hogy az elnevés is
ugyanaz, mint az R-beli esetben: also hatdr, vagy infimum, illetve felsd hatdr vagy szuprémum.

Vizsgaljuk meg most, melyek azok a valés szamhalmazok, amelyeknek R-beli infimuma, illetve
szuprémuma —oo-nel, vagy 4oo-nel egyenld.

2.40. Tétel. Tetszileges H C R esetén a kovetkezd két-két, illetve harom dllitds eqymdssal eqyenértéki:
I)inf H=—00 <= H alulrél nem korldtos (R-ben),

II) sup H = +o0 <= H felilrél nem korldtos (R-ben),

IIl) supH = —00 <= inf H =400 <— H =1{).
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Bizonyitas. 1) Mindkét allitas azt jelenti, hogy minden valos szamnal talalhato kisebb H-beli
szam. II) Mindkét allitas azt jelenti, hogy minden valds szamnal talalhatdé nagyobb H-beli szam.
I11) Ha H = (), akkor R minden egyes eleme also korlatja is és felsé korlatja is a H halmaznak, tehat
a legkisebb felsG korlatja —oo, a legnagyobb als6 korlatja pedig +o0o. Ha sup H = —o0o, akkor a —oo
fels6 korlatja H-nak, ekkor tehdt H-nak nem lehet —oo-nél nagyobb eleme. Marpedig H C R miatt
H minden eleme —oo-nél nagyobb, igy H-nak egyéltalan nem lehet eleme. Hasonld kovetkeztetésre
juthatunk az inf H = 400 esetben is, hiszen ekkor H-nak nem lehet +oo-nél kisebb eleme. [

Egyes allitasok megfogalmazasanak egyszeriibbé tétele érdekében célszert elvégezni az alapmiive-
letek részleges kiterjesztését is:

2.41. Definicibé. Legyen

L tetszdleges x € [—00,4+00) esetén x+(—o0) := (—00)+x := —00 és tetszbleges x € (—o00, +0)]
esetén x + (+00) 1= (+00) +  := +00;

II. minden x € (—o0, +00] esetén (—oo)—x := —o0, minden & € (—o0, +00] esetén x—(—o0) :=
+00, minden x € R esetén (+00) — x := 400, minden x € R esetén x — (+00) := —00;

III. minden x € [—00,0) esetén (—o0) - x = x - (—oo) = +00, (+00) -z := 1 - (+00) = —00,
minden x € (0,+00] esetén (—o0) -z :=x - (—0) 1= —00, (+00) -z := x - (+00) := +00,

IV. minden wvalds x esetén z/(—o0) = x/(+o0 ) = 0, végil negativ x és pozitiv y esetén

(—00)/x := (+00)/y := +00 és (—00)/y := (+00)/x :

E megallapodasok utan a hatarérték és az alapmiiveletek kozti kapcsolatokrol sz6l6 elemi tételek
igy foglalhatok Ossze:

2.42. Tétel. Halim(z,) = A € R, lim(y,) = B € R, * a négy alapmiivelet egyike, és elvégezhetd az
A x B mivelet, akkor az (x, * y,) sorozatnak is van hatdrértéke, és ez eqyenld A x B-vel.

2.5. Hatarérték és egyenlStlenségek

2.43. Tétel. Tegyiik fel, hogy (x,) és (yn) konvergens sorozatok, hatdrértékik A, illetve B. I) Ha
A < B, akkor van olyan kiiszobindex, amelyiktdl kezdve minden n pozitiv egészre x,, < y,; II) Ha
van olyan kiiszobindex, amelyiktdl kezdve minden n-re x, < y,, akkor A < B.

1
Bizonyitas. 1) Vegyiink a hatarérték definicidja alapjan az ¢ := 5(3 — A) hibakorlathoz egy-egy
kiiszobindexet; a kett6 koziil a nagyobbik f6l6tt minden n-re x, < A+e= B — ¢ < y,.
IT) Ha B < A lenne, akkor az I) allitasbol — persze a két sorozat szerepének felcserélésével — azt
kapnéank, hogy egy kiiszobindextdl kezdve minden n-re y,, < x,, lenne, igy a nagyobbik kiiszobindextdl
kezdve minden n-re z,, < x,, lenne. O

2.44. Tétel (kdzrefogasi elv). Legyenek (x,,), (yn), (2,) szdamsorozatok és A valds szim. Ha
(a) van olyan Ny kiiszébindex, amelyiknél nagyobb n-ekre x, <y, < z, és
(b) im(z,,) = lim(z,) = A,

akkor lim(y,) = A.

Bizonyitas. Legyen ¢ tetsz6leges pozitiv szam, a hatarérték definicioja alapjan véalasszunk olyan
Ny és Nj kiiszobindexeket, amelyek fo6lott minden n-re |z, — A| < ¢, illetve |z, — A| < €. Ha
n > max{ Ny, Ny, N3}, akkor A —e <z, <y, <z, <A+e O

2.45. Kovetkezmény. Minden egyes p pozitiv szam esetén lim, o 3/p = 1.
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Bizonyitas. Az Arkhimédész-i axiéoma és annak egyik kovetkezménye szerint van olyan M,
kiiszObindex, amely f616tt minden n-re 1/n < p < n, vagyis

1
In

Kordbban (2.9./I1I) bizonyitottuk, hogy az (/n) sorozat hatarértéke 1, igy ugyanez mondhato a
reciprokarol is (2.24) , tehat ez a két sorozat jatszhatja a (z,) és az (x,,) szerepét. [

< {/p < n.

2.46. Tétel (végtelen hatarértékre vonatkozo Gsszehasonlité kritérium). Ha az (z,) soro-
zat hatdarértéke 400, és valamely pozitiv eqész M -nél nagyobb n egészek mindegyikére x,, < y,, akkor
az (yn) sorozat is tart a +oo-hez.

Bizonyitas. Legyen K tetszGleges pozitiv szam. (z,) végtelenhez tartdsa miatt van olyan pozitiv
egész N, melynél nagyobb n-ek mindegyikére K < x,,, ezért minden olyan pozitiv egész n-re, amely
nagyobb, mint max{M, N}, K <z, <y,. O

2.47. Tétel. 1) Ha az (a,,) sorozatnak van 1-nél nagyobb lokdlis alsé korldtja, akkor lim(a]) = +o0,
II) ha a (|by]) sorozatnak van 1-nél kisebb lokdlis felsd korldtja, akkor (b)) nullsorozat,
III) ha (b,) nullsorozat, akkor (b)) is nullsorozat.

Bizonyitas. 1) Legyen A az (a,) sorozat 1-nél nagyobb lokalis also korlatja; a 2.9/V) példa szerint
alkalmazhaté az el6z6 tétel az x,, ;== A", y,, := a] szereposztassal.

IT) Legyen q az (|b,|) sorozat 1-nél kisebb lokélis fels6 korlatja és minden pozitiv egész n-re x, := 0,
Yn = |bn|"(= |b2]) és z, := q". A kozrefogasi elvbil (2.44) és a 2.34. Példabol elGszor azt kapjuk,
hogy a |b7'|) sorozat tart a 0-hoz, majd ebbdl és a 2.23. Tételbdl azt, hogy a (b') sorozat is nullsorozat.
I1T) Nullsorozat abszolut értékének minden pozitiv szam lokalis fels korlatja, igy specialisan most
minden (0, 1)-beli szam lokalis fels6 korlatja a (]b,|) sorozatnak, tehéat allitasunk IT)-bol kovetkezik.
O

2.48. Kévetkezmény. Minden k € 7, q € (—1,1) és a € (1,+00) esetén lim(n*q") = 0 és
lim(a"n="*) = +o0.

Bizonyitas. Legyen minden pozitiv egész n-re

és A € (q,1). Az el6z6 tétel szerint elég azt igazolni, hogy az A szam lokalis felsd korlatja a (|b,|)
sorozatnak, hiszen b = n*q¢". Ez ¢ = 0 esetén nyilvanvalo. Ha q # 0, akkor a |b,| < A egyenl6tlenség

egyenértéki azzal, hogy

() <20

gl

Minthogy a jobb oldalon all6 tort 1-nél nagyobb, vagyis valamely pozitiv € mellett 1 + ¢ alakd,
elég annyit bizonyitani a bal oldalon all6 sorozatrol, hogy 1-hez tart. Ez pozitiv egész k esetén a
2.9/1II) példabol és a 2.20. Tételbol, k = 0 esetén a 2.9/I) példabol, mig negativ egész k esetén a
mar bizonyitottakbol (k > 0 eset) és a reciprok hatarértékére vonatkozo tételbdl (2.24) kovetkezik.
Az (a"n™*) sorozat olyan pozitiv tagi sorozat, amelynek reciproka az imént bizonyitottak szerint
nullsorozat (¢ := 1/a), ezért valoban a +oo-hez tart (2.33). O
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2.6. Kozépsorozatok

2.49. Definicio (kdzépsorozatok). Tetszdleges v = (x,) szdmsorozat szamtanikozép-sorozatdin
az

1 n
A, = Ay(x) = - Zxk
k=1

egyenldségekkel értelmezett sorozatot, tetszdleges pozitiv tagi (y,) sorozat mértanikizép-sorozatdan,
illetve harmonikuskdzép-sorozatdn a

1

n
= =Yy ... - ] H =H = |= -
G = Culy) 1= Wy, illetve @ Hoo= Huly) o= 7y (= 27m)

Y1
egyenldségekkel értelmezett sorozat értyiik.
2.50. Tétel. I) Ha az (x,) sorozatnak van hatdrértéke, és ez v, akkor az (A,) szamtanikozép-sorozat

is tart v-hez.
II) Ha a pozitiv tagi (y,) sorozatnak van hatdrértéke, és ez v, akkor lim(G,,) = lim(H,,) = v.

Bizonyitas. 1) Alkalmazzuk Stolz tételét az a,, == z1+...+x,, b, := n egyenldségekkel értelmezett
(an), (b,) sorozatokra. (b,) szigortian monoton novd, feliilrl nem korlatos, tovabba

I; Ap41 — Ap — 1 Tn+1 — 1 o
——— = lim = lim z, = v,

n—o00 bn—i—l — bn n—o00 n—o0

tehat lim(a,/b,) = v.

IT) Ha a 4+oo-t ebben a bizonyitasban kivételesen a 0 szam reciprokanak is nevezziik, és persze —

mint &ltalaban is — a 400 reciprokéan a 0-t értjiik, akkor mondhatjuk, hogy az 1/y sorozat tart 1/v-

hez (2.24 és 2.33), igy az I) részben bizonyitottak szerint a szamtanikozép-sorozata is tart 1/v-hez,

ezért az utdbbi sorozat reciproka ismét v-hez tart.

A nevezetes kozepekre vonatkozo egyenlGtlenségek szerint minden n-re H, < G, < A,. Ezek utan

valos v esetén a kozrefogési elvre hivatkozhatunk (2.44), v = 400 esetén pedig a 2.46. Tételre. [

2.51. Példa. lim(¥/n!) = 400, lim(1//n!) = 0.

Bizonyitas vazlata. Az (n), illetve az (1/n) sorozat mértanikozép-sorozatarol van szo. [

2.52. K6évetkezmény. Minden valds x esetén x"/n! — 0.

Bizonyitas. Az el6z6 példa szerint (2//n!) nullsorozat, igy az allitas a 2.47. Tétel I1I) allitasabol
kovetkezik. [

2.53. Példa. lim(n//n!) = e.

Bizonyitas vazlata. Ez a sorozat egy 1-hez tartd, és egy e-hez tart6 sorozat szorzata, az elGbbi
az (n/(n+ 1)) sorozat, az utobbi az ((1 + 1/n)") sorozat mértanikozép-sorozata:

n ﬁ E+1\ n T k+0F o TR w1
AL\ K Con+l [T k" n+1\ Ik n+l n!
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2.7. Monoton sorozat korlatossaga és hatarértéke

2.54. Tétel. Monoton novd [fogyd| és felilrdl [alulrdl] korldtos sorozat konvergens, hatdrértéke meg-
eqyezik értékkészletének felsd [also] hatdrdval. Minden olyan korldtos sorozat is konvergens, amelynek
valamely pozitiv egész M mellett a Z N [M,+00) halmazra vald lesziikitése monoton.

Bizonyitas. Legyen példaul (z,) monoton névé (a monoton fogyd sorozatok hasonldan vizsgal-
hatok), A a sorozat értékkészletének felsG hatara és € tetszileges pozitiv szam. A — e (lévén A-
nal kisebb) nem fels korlatja a sorozat értékkészletének, igy van olyan N pozitiv egész, melyre
A—¢ < xp, innen—a sorozat monoton névé voltabol és az A szam felss korlat voltabol—kovetkezik,
hogy ha n > N, akkor

A—ec<any<z, <A< A+e.

Ha valamely pozitiv egész M mellett az (x,) sorozatnak a Z N [M, +o0) halmazra valo lesziikitése
monoton, akkor az n — x,1 /1 sorozat korlatos és monoton, tehat a mar bizonyitottak szerint kon-
vergens, de az 10j sorozatbol véges szami olyan valtoztatassal (j tag betoldasa) visszakaphatjuk
az eredeti sorozatot, amelyek konvergens sorozatbol konvergens sorozatot éllitanak elg (lasd a
2.11. Tételt). O

2.55. Példa. lim, (1 +1/n)" =e¢

Bizonyitas. Ez aziménti tétel egyszerii kovetkezménye, hiszen a sorozat (szigortian) monoton névé
és értékkészletének felsG hatara egyenld e-vel (lasd az 1.37.Definiciot és az azt megel6z6 allitast).
O

2.56. Példa. lim(> "  1/i!) =e.

Bizonyitas. Vezessiik be az x, := (1 +1/n)", y, := Y1 1/il (n € Z%) jeloléseket. Az el6z6
példa és a kozrefogasi elv alapjan elég azt igazolni, hogy minden n-re z, < y, < e. 3 = y1(= 2),
ha n > 1, akkor a binomialis tételbdl és a binomialis egyiitthatd definiciojabol ezt kapjuk:

n n

n\ 1 1= j "1

1=2

Ha valamely N pozitiv egészre e < yy volna, akkor abbol, hogy

N n\ 1 . N 1i—1 j
23 (0| = 2 T (- 2) | =
i=2 i=2

=1
(konvergens sorozatok Osszege konvergens, az Gsszeg limesze egyenld a limeszek Gsszegével), adodna
olyan N-nél nagyobb m egész létezése, amelyre mér ennek a sorozatnak az m-edik tagja is nagyobb
volna e-nél, igy ez még inkabb igaz volna x,,-re (lasd z,,-nek az el6z6 formulabol kiolvashato, a
binomiéalis tétel segitségével torténd elGallitasat), ami viszont lehetetlen, mert az (z,,) monoton néve,
hatarértéke e, tehat minden tagja kisebb-egyenld e-nél. [

lim
n—oo

2.57. Feladat. I) Bizonyitandd, hogy ha (a,) és (b,) a Cantor-féle axioma feltételeinek eleget tevd
sorozatok, akkor mindkét sorozat konvergens és lim(a,) < lim(b,),

II) Bizonyitandd, hogy ha (ay) és (by) a Cantor-féle kizosponttétel feltételeinek eleget tevd soroza-
tok, akkor mindkét sorozat konvergens és hatdrértékeik eqymdssal eqyenldk.
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2.58. Tétel. Minden monoton névd, felilrél nem korldtos sorozat tart a +o0o-hez, minden monoton
fogya, alulrol nem korldtos sorozat tart a —oo-hez.

Bizonyitas. Legyen példaul (x,) monoton nové és K > 0. K nem fels6 korlatja a sorozatnak,
ezért van olyan pozitiv egész NV, melyre K < xy, s minthogy a sorozat monoton névs, minden N-nél
nagyobb n esetén K < xy < x,. [

2.59. Kovetkezmény. Minden monoton sorozatnak wvan hatdrértéke, ez névd sorozat esetén a
sorozat értékkészletének felsd hatdrdval, fogyo sorozat esetén az alsé hatdrdval eqyenld.

2.60. Példa. lim, . (> ,_, 1/k) = +oc.

Bizonyitas. A sorozat nyilvan szigorian monoton noévé: az n+ l-edik é s az n-edik tag kiilonbsége
minden n-re 1/(n + 1) > 0. Indirekt aton bizonyitjuk ennek a sorozatnak a feliilr6l nem korlatos
voltat: ha korlatos volna és az értékkészletének a fels§ hatara az A szam volna, akkor az A — 1/2
szam mar nem volna felsg korlat, ezért volna olyan M pozitiv egész, melyre A — 1/2 < 22/[:1 1/k.
Ezek utan elég az 1/2 < Z?XMH 1/k egyenlétlenséget igazolni, hiszen ezt hozzaadva az el6z8hoz,
azt a képtelenséget kapnank, hogy a sorozat 2M-ik tagja nagyobb a sorozat értékkészletének egy
fels6 korlatjanal, A-nal. Marpedig az utobbi egyenlGtlenség bizonyitasa céljabol nem kell mést tenni,
mint k£ € M + 1, 2M-re 6sszegezni az 1/(2M) < 1/k egyenl6tlenségeket. A sorozatunk tehat feliilrél
nem korlatos és monoton novs, igy a 2.58. Tétel szerint valoban tart a +oo-hez. [

2.61. Megjegyzés. Az eldzd tételben a monotonitdsi feltétel enyhithetd: elég, ha valamely pozitiv
egész M mellett a sorozatnak az Z N [M,+00) halmazra vald leszikitése monoton novd, illetve fogyd.

Bizonyitas. Az el6z6 tétel bizonyitasan alig kell valtoztatni: ha példaul a lesziikitett sorozat
monoton novs és K > 0, akkor ezuttal olyan N pozitiv egészt vegyiink, amelyre

xy > max{K, z1,...,xy 1},

ekkor sziikségképpen N > M, ezért ismét mondhatjuk, hogy minden N-nél nagyobb n-re K < xy <
T,. U

2.8. A konvergencia két sziikséges és elégséges feltétele
Az alabbi definicio elSkészitése céljabol eldszor néhény egyszert észrevételt tesziink:
2.62. Allitas. Rogzitett (x,) sorozat mellett képezzik az

n— inf{zy : k> n} =:a,, n—sup{zy : k>n} =0,

sorozatokat. 1) Ha (x,) alulrdl nem korldtos, akkor minden pozitiv egész n-re a,, = —oo, ha (x,) feliil-
rél nem korldtos, akkor minden pozitiv egész n-re b, = +oo; II) ha (x,) alulrdl korldtos, akkor (a,)
monoton névd szimsorozat, ha (z,,) felilrél nem korldtos, akkor (b,) monoton fogyé szamsorozat.

Bizonyitas. 1) Ha valamely n-re a,, illetve b, valos szam lenne, akkor minden ilyen n-re a, lokalis
also korlatja, illetve b, lokalis fels6 korlatja lenne az (x,) sorozatnak, tehat az 1.62. Lemma szerint
(x,,) sorozat alulrol, illetve feliilr6l korlatos lenne.

II) Ha az X, Y szamhalmazokra X C Y, akkor inf X > infY és sup X < supY. Emiatt — lévén
az n — {xp : k > n} =: H, halmazsorozat tartalmazasra nézve monoton fogy6 — az X := H, 1,
Y := H, szereposztassal adodik, hogy minden n-re a, 11 > a, és b, 1 < b,. [
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2.63. Definici6 (szamsorozat als6/fels6 hatarértéke). Legyen (z,) tetszdleges wvalds szdm-
sorozat és haszndljuk az el6z6 Allitdsban szerepld jeldléseket. (xy,) alsé hatdrértékén (vagy limesz
inferiorjan) alulrol korldtos (z,) esetén az {a,} szdmhalmaz felsé hatdrdt, alulrél nem korldtos
() esetén a —oo-t értjik. (x,,) felsd hatdrértékén (vagy limesz szuperiorjan) felilrdl korldtos (x,)
esetén a {b,} szdmhalmaz alsd hatdrat, ellenkezd esetben a +oo-t értjik. Jelolés: liminf(x,), vagy
liminf, .. x,, iletve limsup(z,) vagy limsup,,_, . .

2.64. Megjegyzés. Ebben a definicicban a 2.59. Kovetkezmény szerint sup{a,} helyett lim(a,), és
inf{b,} helyett lim(b,) is irhaté. Nyilvin minden pozitiv egész n-re a, < by, ebbdl korldtos (x,)
esetén a 2.43. Tétel alapjan, nem korldtos (x,) esetén pedig a 2.4.szakaszban mondottak alapjin
kéovetkezik, hogy liminf(z,) < limsup(z,).

2.65. Megjegyzés. Tekintettel a 2.39. Megjegyzésre, illetve arra tényre, hogy sup{—oo} = —oco és
inf{+o0} = 400, az iménti definicicban folosleges az esetszétvdlasztds.

2.66. Példa. liminf, . (—1)" =1, limsup,,_,(—1)" = 1.

A konvergencia alabb targyalandé sziikséges és elégséges feltételének megfogalmazasa el6tt
érdemes fontolora venni a kovetkezéket. Ha az (x,) sorozat konvergens és hatarértéke az A, akkor
minden egyes k pozitiv egész esetén az n — x,.; sorozatrol ugyanezt allithatjuk (adott e hi-
bakorlathoz valaszthatjuk ugyanazt a kiiszobindexet, mint az (x,) sorozat esetében, vagy akar egy
ennél legfeljebb k-val kisebb pozitiv egészt is). Tehat ha az (z,) sorozat konvergens, akkor az
n — Tpik — T, sorozatok mindegyike nullsorozat. Ez utobbi allitas megforditasa viszont nem igaz:
ellenpélda a (D>, 1/i) sorozat. Ha a konvergencianak ezen a sziikséges feltételén még egy keveset
valtoztatunk, akkor kapjuk a konvergencia Cauchy-féle feltételét, amely mar egyszerre sziikséges és
elégséges:

2.67. Definicié. Az a kijelentés, hogy az (x,) sorozat teljesiti a Cauchy-féle konvergenciafeltételt,
a kovetkezot jelenti: minden egyes € pozitiv szamhoz taldlhato olyan N pozitiv egész, hogy az N < m,
N < n feltételeknek eleget tevd (m,n) € Z+* x Z pdrok mindegyikére |z, — x,| < €.

2.68. Tétel. Tetszdleges (x,) valds szamsorozat esetén az aldbbi hdarom kijelentés eqgymdssal egyen-
értékd: 1) (x,) konvergens, 2) (x,) teljesiti a Cauchy-féle konvergenciafeltételt, 3) (x,) korldtos, és
felsd hatdarértéke egyenld az also hatdrértékével.

Bizonyitas. 1)=-2). Legyen ¢ tetsz8leges pozitiv szam, és jeloljiik A-val az (x,,) sorozat hatarértéket.
A hatarérték definicioja alapjan valasszunk egy olyan N kiiszébindexet, amelynél nagyobb pozitiv
egész n-ek mindegyikére |z, — A| < €/2. Ezek szerint ha a porzitiv egész m, n szamok nagyobbak
N-nél, akkor

[T — zp] < (X —A)+ (A—z)| < |z — Al + |A—z,| < /24 /2 =¢.

2)=3). A Cauchy-féle konvergenciafeltételt az ¢ = 1 hibakorlattal alkalmazva adodik egy olyan N
pozitiv egész létezése, amelynél nagyobb m, n egészekre |z, — z,,| < 1, azaz x,, — 1 < z,, < x,, + 1.
Ebbdl kovetkezik, hogy barmely N-nél nagyobb m egészt véve (legyen példaul m := N + 1), z,,, — 1
lokalis also, mig x,, + 1 lokalis fels korlatja a sorozatnak, tehat a sorozat korlatos (1.62).

Indirekt uton folytatjuk: ha liminf(x,) < limsup(z,) volna, akkor alkalmazhatnank a Cauchy-féle
feltételt az € := (limsup(z,) — liminf(z,))/3 hibakorlattal: létezne olyan N pozitiv egész, melyre
m > N, n > N esetén |z,, — x,| < €. Ebbdl a kovetkez6 modon juthatunk ellentmondasra: a
2.62. Allitasban bevezetett jeloléseket hasznalva, rogzitsiink egy tetszéleges N-nél nagyobb m egészt,
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majd —az a,,, b, szamok definicidjara tamaszkodva — olyan m-nél nem kisebb k, [ egészeket, melyekre
x> b, — ¢ és x; < a,, +¢. Ekkor

e> oy — x| > ap — x> (b — €) — (am +€) = by, — @y, — 26 > limsup(z,) — liminf(z,) — 2e = .

3)=1). A kozrefogasi elvhél és az a,, < z,, < b, egyenlStlenségekbdl kovetkezik, hogy az (z,,) sorozat
tart az (a,), (b,) sorozatok kozos hatarértékéhez. [

A tétel 3)=1) részét kiegészitve, az alabbit is allithatjuk:

2.69. Tétel. Tetszdleges (x,) wvalds szimsorozat és A € R esetén az aldbbi két dllitds egymdssal
egyenértékd: 1) lim(z,) = A, 2) liminf(x,) = limsup(z,) = A; kivetkezésképp egy valds szdim-
sorozatnak pontosan akkor van hatdrértéke, ha also hatdrértéke eqyenld a felsd hatdrértékével.

Bizonyitas. 1)=2). Tegyiik fel el6szor, hogy A valos szam. Legyen ¢ tetsz6leges pozitiv szam, N
pedig olyan pozitiv egész, amelynél nagyobb k egészek mindegyikére A —¢/2 < z, < A+¢/2. Ekkor
tehat n > N esetén

A—5<A—§§inf{xk c k>n} <sup{xy : kzn}§A+g<A+e,

vagyis
lim inf{x, : k> n} = lim sup{zy : k > n} = A.

n—oo
Tegyiik fel most, hogy A = +00. Legyen K tetsz6leges pozitiv szam, N pedig olyan pozitiv egész,
amelynél nagyobb k egészek mindegyikére x > K + 1. Ekkor tehat n > N esetén

K < K+ 1<inf{zy : k>n} <sup{zy : k> n},

vagyis
lim inf{zy : k> n} = lim sup{zy : k > n} = +oo.
Az A = —0 eset teljesen hasonléan targyalhato.

2)=-1). Hazi feladat (a definiciok egyszert kovetkezménye). [

2.9. Reészsorozatok, a Bolzano—Weierstrass-tétel

2.70. Definici6é (indexsorozat, részsorozat). Indexsorozaton pozitiv egész értéki szigorian mo-
noton novd sorozatot értink; eqy (x,) sorozat részsorozatain pedig azokat a sorozatokat, amelyek
elddllnak az (x,) sorozat, mint kilsd figguény, és eqy indexsorozat, mint belsd fiigguény kompozicid-
jaként.

Egyszert példék indexsorozatra: (2n), (2n — 1), (2"), (n?), stb.
2.71. Lemma. Ha (ng): 2" — 7% indexsorozat, akkor minden k pozitiv egész esetén ny > k.
Bizonyitas. Teljes indukciot alkalmazunk. n, pozitiv egész, ezért nem kisebb 1-nél. Az index-

sorozat szigortian monoton noévé és egész értéki, tehat ha ny > k, akkor ngr1 > np +1 > k + 1.
O

2.72. Tétel. Ha eqy sorozat konvergens és hatarértéke A, akkor minden részsorozata is konvergdl
az A szamhoz.
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Bizonyitas. Ha A = lim(z,), (ng) tetszéleges indexsorozat, € tetszGleges pozitiv szam és az M
kiiszObindex folott minden m pozitiv egész esetén |z, — A| < €, akkor ugyanezen kiiszobindex folott
minden k pozitiv egész szamra — minthogy a segédtétel miatt ny sem kisebb ennél a kiiszobindexnél
—|zn, — Al <e. O

A tétel alabbi kiterjesztésének bizonyitésa hazi feladat:

2.73. Allitas. Ha egy sorozatnak van hatdrértéke, és ez egyenlé A-val, akkor minden részsorozatd-
nak hatdrértéke szintén A.

2.74. Lemma. Minden valds szamsorozatnak van monoton részsorozata.
Bizonyitas. Legyen (z,) tetszSleges szamsorozat, és legyen
H:={nez":Vme (n,+o0)NZ z,<z,}.

Ha H végtelen, akkor H elemeibdl alkothato egy szigortian monoton noévé sorozat: legyen mqy a H
legkisebb eleme, ny a H legkisebb n;-t6l kiilonbo6z6 eleme, ns a H \ {n1,ny} halmaz legkisebb eleme,
és igy tovabb (az eljaras vég nélkiil folytathato). Minthogy minden k pozitiv egészre n, € H és
Nk < Npy1, H definicidja szerint z,, ,, < ,,, tehat az (z,,) részsorozat monoton fogyo.

Ha H véges, akkor rekurziv médon értelmeziink egy olyan indexsorozatot, amelynek egyetlen tagja
sincs a H halmazban, s amelyhez tartozé részsorozat szigoriian monoton névé. Ha H véges és
nemiires, akkor legyen n; a H legnagyobb eleménél (példaul eggyel) nagyobb egész, ha H = (), akkor
legyen n; := 1. Mindkét esetben evidens, hogy az ni-nél nagyobb egészek egyike sincs H-ban. Ha az
indexsorozat k-adik tagjat mar értelmeztiik, akkor — 1évén n; € 7" \ H — van olyan nj-nal nagyobb
m egész, melyre x,, > x,,, az ilyen tulajdonsagi m egészek legkisebbike legyen nj;4q. [

Sorozatok korlatossaganak és konvergencidjanak kapcsolatat illetGen eddig két tényt ismertiink
meg: elGszor azt, hogy minden konvergens sorozat korldtos de nem minden korlatos sorozat konver-
gens, masodszor azt, hogy minden korlatos és monoton sorozat konvergens. Az alabbi tétel ezt a
témakort zérja le.

2.75. Tétel (Bolzano—Weierstrass). Minden korldtos szdimsorozatnak van konvergens részsorozata.

Bizonyitas. Az imént bizonyitott lemma alapjan vegyiik a sorozatnak egy monoton részsorozatat;
nyilvan ez is korlatos, tehat a 2.54. Tétel szerint konvergens. [l

2.76. Megjegyzés. Minthogy minden monoton sorozatnak van hatdrértéke (2.59. Kiovetkezmény),
az itménti lemmabol arra is kovetkeztethetink, hogy minden sorozatnak van olyan részsorozata, amely-
nek van hatdrértéke. Azt is konnyi igazolni, hogy minden alulrdl nem korldtos sorozatnak van —oo-
hez tarto, és minden felilrél nem korldtos sorozatnak van +o0o-hez tarto részsorozata. Az utobbi dl-
taldnositdisaképp a kévetkezdt is dllithatjuk: minden valds szamsorozatnak van két olyan részsorozata,
amelyek eqyike tart a sorozat alsd, mdsika a sorozat felsd hatdrértékéhez. Sot, az is igaz, hogy a
sorozat alsd, illetve felsd hatdrértéke a legkisebb, illetve a legnagyobb olyan R-beli elem, amely elddll
a sorozat valamely részsorozatanak hatdrértékeként.

2.77. Megjegyzés. A Bolzano—Weierstrass-tétel segitségével ijabb bizonyitds adhato arra, hogy ha
eqy sorozat teljesiti a Cauchy-féle feltételt, akkor konvergens, mégpedig olyan bizonyitds, amely nem
haszndlja sem az also, sem a felsé hatarérték fogalmdt: a Cauchy-féle feltételbdl eloszér arra lehet
kovetkeztetni, hogy a sorozat (lokdlisan) korldtos, ebbdl arra, hogy egy részsorozata konvergens, majd
meg kell mutatni, hogy az egész sorozat tart a konvergens részsorozatdnak hatdrértékéhez. A rész-
leteket illetden lasd az eldaddst.
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3. VEGTELEN SOROK

3.1. Alapfogalmak, a végtelen mértani sor, tovabbi példak

Az analizisnek a ,yégtelen sorok” cimii fejezete abbol a problémabol fejlédott ki, hogy mit értsiink
végtelen sok tagi Osszegen. Ezzel a problémaval az ember altalaban a végtelen tizedestortekkel valo
ismerkedés kdozben taldlkozik elGszor. Azt példaul minden érettségizének tudnia kell, hogy

03=2 4 5 0]

710 100 10n 3
vagy azt, hogy

.9 9 9

0= "4+ " 4+ ...+~ 4+...=1

’ 0 0T T T

— anélkiil, hogy a kozépen 4llo végtelen sok tagiu Gsszegek jelentésével pontosan tisztaban lehetne.
Altalaban, ha (z,) tetszéleges valos szamsorozat, akkor kézenfekvs a kovetkezé modon probalni
értelmet adni az
r1t+rot+x3+ -+ T+

végtelen Osszegnek: képezziik azt az tjabb sorozatot, amelynek n-edik tagja egyenls a > ;| zj
Osszeggel, és ha ennek van hatarértéke, akkor a végtelen sok tagu Gsszeg definicid szerint legyen
egyenl ezzel a hatarértékkel.

Mint latni fogjuk, annak, hogy hogyan definialjuk a végtelen sor fogalmét, semmi jelentGsége
nem lesz; ugyanis kiilon-kiilon fogunk értelmet adni mindazoknak a kifejezéseknek, illetve mondat-
fajtdknak, amelyekben a ,végtelen sor” szokapcsolat el6fordul. Ennek ellenére megadjuk a végtelen
sor fogalméanak egy lehetséges definiciojat:

3.1. Definicibo. Az (x,) szdmsorozathdl képezett végtelen soron azt a rendezett pdart értjik, amelynek
elsé komponense az (x,) sorozat, mdsodik komponense pedig az az (s,) sorozat, melyre minden n
esetén s, = Y ,_, Tp. Az (x,) sorozatbol képezett végtelen sornak — melynek jeldlésére a ) (z,)
szimbolumot haszndljuk — az n-edik tagja az x,, szdm, n-edik részletésszege az s, szam, részletosszeg-
sorozata az (s,) sorozat.

3.2. Definicié. Egy végtelen sort attol fiiggden neveziink konvergensnek, illetve divergensnek, hogy
részletosszeg-sorozata konvergens vagy divergens.

3.3. Definicié. Ha a ) (x,) végtelen sor részletosszeg-sorozatdinak van (véges vagy végtelen)
hatdrértéke, akkor ezt a hatdrértéket a végtelen sor dsszegének nevezzik, és a y - | &, szimbdlummal
jelélyik.

3.4. Megjegyzés. Végtelen sort nem csak a Z+ halmazon értelmezett sorozatokbol képezhetiink:
tetszdleges M nemnegativ egész esetén az [M,+00) N Z halmazon értelmezett (x,,) sorozatokbol is;
ekkor persze a fenti szummdk mindegyikében k = 1 helyett k = M-tdl indul az Osszegzés, és a
részletosszeg-sorozat értelmezési tartomdnya ugyanaz, mint az (x,) sorozaté.

3.5. Tétel. A (q™) sorozatbdl képezett végtelen sor pontosan akkor konvergens, ha a q valds szdam
abszolit értéke kisebb, mint 1; minden q € (—1,+1) esetén

oo L
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Bizonyitas. A mértani sorozat elsé n + 1 tagjanak Osszegére vonatkozo képlet szerint minden
nemnegativ egész n esetén az n-edik (n indexii) részletosszeg

1_qn+1
s, =d T=¢q» haed#l
n+1, hag=1.

Innen a részletosszeg-sorozatra vonatkozoan leolvashato elGszor is az, hogy ¢ = 1 esetén divergens
(hatarértéke +o00), masodszor az, hogy ¢ # 1 esetén pontosan akkor konvergens, amikor az (1 — ¢"*1)
sorozat, vagyis ha |g| < 1, harmadszor az, hogy amikor konvergens (és persze tovabbra is ¢ # 1),
lévén ebben az esetben lim(¢"™!) = 0, akkor

li = —
et

amivel a tétel bizonyitasat befejeztiik. [
3.6. Megjegyzés. Teljesen hasonldan bizonyithatd (vagy akdr kovetkezménynek is tekinthetd), hogy

a Y (a-q") végtelen sor pontosan akkor konvergens, ha a = 0 vagy |q| < 1; tovdbbd, hogy tetszdleges
a valds szam és q € (—1,+1) esetén

n a 5 EOO n a-q
aq = , €s aq = .
n=0 1- q n=1 1- q

o0

A fejezet két bevezetd példdjaban éppen ez utobbi dllitas két specidlis esetével taldlkoztunk, q értéke
mindkét példdaban 1/10, a értéke az elsében 3, a mdsodikban 9 wvolt.

3.7. Definicié. Ha a € és q €, akkor az (a - q") sorozatbdl képezett végtelen sort végtelen mértani
sornak nevezzik.

A kovetkezs két példaban régi ismerdseinket lathatjuk viszont — @j kontosben (lasd a 2.60. és a
2.56. Példat).

3.8. Példa. Az (1/n) sorozatbdl képezett végtelen sor (az ugynevezett harmonikus sor) divergens.

3.9. Példa. Az (1/n!) sorozathdl képezett végtelen sor konvergens, és

o0

1
;Omze.

3.2. A konvergencia sziikséges feltétele, a Cauchy-féle feltétel, abszolut
konvergencia

Az alabbi tétel szerint konvergens végtelen sort csak nullsorozatbol lehet képezni.
3.10. Tétel. Ha az (x,) sorozathdl képezett végtelen sor konvergens,akkor lim(z,) = 0.

Bizonyitas. Az n-edik részletosszeget szokas szerint s,-nel jelolve, mind az (s,), mind az (s,_1)

sorozat tart a végtelen sor Osszegéhez, emiatt a kiilonbségiik — a (z,,) sorozat — tart a nulldhoz.
O

Az imént emlitett > (1/n) sor példaja mutatja, hogy a lim(z,) = 0 feltétel csak sziikséges, de
nem elégséges feltétele a > (x,,) végtelen sor konvergencidjanak. Ezzel szemben a most bizonyitando
Cauchy-féle konvergenciafeltétel egyszerre sziikséges is és elégséges is:
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3.11. Tétel. A > (x,) végtelen sor pontosan akkor konvergens, haminden egyes € pozitiv szamhoz
taldlhato olyan M pozitiv egész, hogy az M < m < n feltételeknek eleget tevd és eqészekbdl dllé (m,n)

pdrokra
n

> n

k=m+1

<e&.

Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy az utobbi egyenlétlenség bal oldalan |s,,—s,,| all, és alkalmazzuk az
(sn) sorozatra a szamsorozatok konvergenciajarol szolo Cauchy-féle feltételt; ekkor éppen azt kapjuk,
amit akartunk, hiszen ha az |s, — s,,| < € egyenl6tlenség teljesiil az M < m < n feltételeknek eleget
tevs parokra, akkor [s,, — S| = |Sn — S, illetve |s,, — s,,| = 0 miatt teljesiil az M < m, M <n
feltételeknek eleget tevd osszes Z1 x Z"-beli (m,n) parra. [

3.12. Definici6o. A ) (z,) végtelen sort akkor nevezziik abszolit konvergensnek, ha o (|x,|) végte-
len sor konvergens.

3.13. Tétel. Minden abszolit konvergens végtelen sor konvergens.

Bizonyitas. Ha > (|z,|) konvergens és ¢ tetszéleges pozitiv szam, akkor az el6z6 tétel (mint sziik-
séges feltétel) szerint van olyan M pozitiv egész, hogy az M < m < n feltételeknek eleget tevs és
egészekbdl allo (m,n) parokra

n

> Jax

k=m+1

< €

itt a bal oldal — ahol a kiils6 abszolutértékjel elhagyhaté — a hdromszog-egyenlétlenség alapjan alulrol

becsiilhets a
n

> =

k=m+1

szammal, tehat a Cauchy-féle feltételbsl, mint elégséges feltételbsl adodik, hogy a > (z,) sor kon-
vergens. [

3.14. Megjegyzés. A most bizonyitott tétel nem fordithaté meg: a hamarosan bizonyitando
Leibniz-tételbdl (3.28. Tétel) kiovetkezik, hogy példdul a ((—1)"/n) sorozatbdl képezett végtelen sor
konvergens, de — mint mdr tudjuk — nem abszolut konvergens.

Most néhany olyan megjegyzést tesziink, amelyek — legaldbb részlegesen — megvilagithatjik a
,negszamlalhatoan végtelen sok tagi 0sszeg” fogalmat, nevezetesen azt a kérdést, hogy lehet-e ezt az
osszeget olymodon értelmezni, hogy szamértéke ne fiiggjon a tagok sorrendjétsl. Nevezziik a > ()
végtelen sor dtrendezéseinek az olyan (x,, ) alaki sorozatokbol képezett végtelen sorokat, amelyekre
a (p,) sorozat a pozitiv egész szamok halmazanak 6nmagéara valé injektiv leképezése, és nevezziink
egy végtelen sort feltételesen konvergensnek, ha konvergens, de nem abszolit konvergens. Méarmost
bizonyithatd egyrészt az, hogy egy végtelen sor pontosan akkor abszolit konvergens, ha minden
atrendezése konvergens (egyébként ekkor minden atrendezésének ugyanannyi az osszege), masrészt
az, hogy minden ¢ € R-hoz és minden feltételesen konvergens végtelen sorhoz megadhaté ennek a
végtelen sornak olyan atrendezése, amelynek Osszege éppen c-vel egyenls, s6t olyan atrendezése is,
melynek nincs Osszege.
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3.3. Végtelen sor konvergenciaja és az alapmiiveletek
3.15. Tétel. Ha az (x,) sorozatbdl képezett végtelen sor konvergens és c tetszbleges valds szdm,

akkor > (cx,) is konvergens és
[e.e] oo
E cr, = c- E T
n=1 n=1

Bizonyitas. A ) (cx,) végtelen sor részletosszeg-sorozata éppen a c-szerese a » (z,) végtelen sor
részletosszeg-sorozatanak, tehat alkalmazhatd a konvergens sorozat konstansszorosarol szolo tétel.
O

3.16. Tétel. Ha mind az (z,), mind az (y,) sorozatbdl képezett végtelen sor komvergens, akkor
ugyanez mondhato az »_(x, + yn) végtelen sordl is, és

(Tn +yn) = an + Zyn-
n=1 n=1

Bizonyitas. A ) (x, + y,) végtelen sor részletosszeg-sorozata egyenld az

o0

n=1

sorozattal, tehat konvergens, és hatarértéke egyenlG a mésik két részletosszeg-sorozat hatarértékének
Osszegével. [

3.17. Megjegyzés. FEgy (v,y,) alaki sorozathdl képezett végtelen sor konvergencidjihoz nem ele-
gendd a Y (x,) és > (yn) végtelen sorok konvergencidja. Leibniz késébb bizonyitandd tételébdl
(3.28. Tétel) kivetkezik példdul, hogy > ((—1)"/v/n) konvergens, ebbdl és az 3.8. Példdbol kivetkezik,
hogy x,, := yn := (—1)"/\/n jé ellenpélda.

A Cauchy-féle kritérium kétszeri alkalmazdsdval — sziikséges feltételként az (|y.|), elégséges feltételként
az (|Tnyn|) sorozatbol képezett végtelen sorra alkalmazva — igazolhato viszont, hogy ha (x,) korldtos
és Y (yn) abszolit konvergens, akkor Y (x,y,) abszolit konvergens.

3.4. A konvergencia elégséges feltételei

Az alabbi tételt Gsszehasonlitéo (konvergencia)kritériumnak, majorans kritériumnak, vagy Weier-
strass-kritériumnak szoktak nevezni.

3.18. Tétel. Ha az (x,) és (yn) sorozatokra teljesiil a kivetkezd két feltétel:
(a) valamely M, kiiszébindex foldtti minden egyes n egészre |x,| < yn,
(b) a > (yn) végtelen sor konvergens,

akkor a Y (x,)végtelen sor abszolit konvergens.

Bizonyitas. A Cauchy-féle feltételt, mint elégséges feltételt (3.11) fogjuk alkalmazni az (|z,|)
sorozatra. Legyen tehat € tetszdleges pozitiv szam; a (b) feltételbdl és a 3.11. Tételb6l, mint sziikséges
feltételbdl kovetkezik egy olyan Ms kiiszobindex 1étezése, melyre az My < m < n feltételeknek eleget
tevé minden egyes (m,n) indexpar teljesiti a

Zyk

k=m+1

< €
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egyenlStlenséget. Legyen max{Mj, My} =: M < m < n; ekkor

Z|$k|§ Zyk:

k=m+1 k=m+1

n

> Jan

k=m+1

Zyk < €

k=m+1

— kihasznélva, hogy az ||, valamint a naluk nem kisebb y; szdmok nemnegativak. [

Az alabbi tételt dsszehasonlito (divergencia)kritériumnak, vagy minorans kritériumnak nevezziik.

3.19. Tétel. Ha az (x,) és (yn) sorozatokra teljesil a kivetkezd két feltétel:
(a) valamely M kiiszobindex folott minden n egészre x, < yp,

(b) 3o =1 = +00,
akkor Y2 yn = +00.

Bizonyitas. Azt bizonyitjuk, hogy az (y,) sorozat részletosszeg-sorozatanak tagjai (az M+1
kiiszobindextdl kezdve) alulrol becsiilhetsk egy +oo-hez tartd sorozat ugyanolyan indext tagjaival,
éspedig az (x,) sorozat részletosszeg-sorozatanak és egy konstans sorozatnak az Osszegével: ha
n > M egész, akkor

Zyk Zyk+ Z ZEk—Z Yk — T) +Z$k,
k=1

k=M+1 k=1

tehat az iménti allitdsunk valoban teljesiil. [

3.20. Példa (hiperharmonikus sorok). A > (1/n?) végtelen sor pontosan akkor konvergens, ha
a p kitevd 1-nél nagyobb.

Bizonyitas. Ha p < 1, akkor a minden pozitiv egész n esetén fennallo 1/n < 1/n? egyenlGtlenség-
bdl és az el6z6 tételbdl kovetkezik a vizsgalt végtelen sor divergencidja: z, := 1/n, y, := 1/n”.

Ha p > 1, akkor elég a — nyilvan monoton névé — (.S,,) részletosszeg-sorozat feliilrgl korlatos voltat
bizonyitani. Ehhez viszont elég, ha az (San_1) részsorozat felilrgl korlatossagat igazoljuk (ugyanis
(2" — 1) indexsorozat volta miatt n < 2" — 1 és (.S,,) monoton novo):

S 1+41—+1)+(1+-1+]'+1)+ + ( L )
ae o0 T gp) T hap T e T ep e (2n—1)P (20 —1)P”

ha itt az egy-egy zarojelparon beliil 16v6 tagok mindegyikét az els6 taggal becsiiljiik foliilrél, akkor
azt kapjuk, hogy

n—1 —_p\N
21 pk:]‘_(zl p) < 1
(2P = 1—20-» 1212

Son_1 <

e
Il
o

tehat valdéban taldltunk felsg korlatot. O

A kovetkezd tételt gyokkritériumnak szoktak nevezni.

3.21. Tétel. Legyen (x,) valds szamsorozat;

L. ha létezik olyan 1-nél kisebb q szam és M kiiszobindex, amelynél nagyobb n egészek mindegyikére
Uxn| < q, akkor a ) (x,) végtelen sor abszolit konvergens,

II. ha végtelen sok n-re {/|x,| > 1, akkor a Y (x,) végtelen sor divergens, sét, (x,) nem null-
sorozat.
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Bizonyitas. 1. A tétel feltétele szerint van olyan ¢ € (0,1) és M kiiszobindex, melynél nagyobb n

egészek mindegyikére |z,| < ¢", igy a tétel elsd allitasa az Osszehasonlitd kritériumbol kovetkezik.
IT. A feltétel szerint minden pozitiv egész M-hez taldlhaté olyan M -nél nem kisebb n, melyre

Y|xn| > 1, azaz |x,| > 1, ezért (x,) nem lehet nullsorozat (¢ = 1-hez nincs jo kiiszébindex). [

Az alabbi, hinyadoskritériumnak nevezett tételben a vizsgalt végtelen sor abszolit konvergen-
cidja ismét egy konvergens mértani sorral valo majoralhatosagbol kovetkezik.

3.22. Tétel. Ha az (x,) sorozat minden tagja nulldtdl kilonbozd, és létezik olyan M kiiszobinder,
L tovdbbd egy olyan 1-nél kisebb q szam, melyre az M -nél nagyobb n egészek esetén |x,1/x,| < q,
akkor a Y (x,) végtelen sor abszolit konvergens,
II. melynél nagyobb n egészek mindeqyikére |x, 1/, > 1, akkor a > (x,) végtelen sor divergens,
s6t, (x,) nem nullsorozat.

Bizonyitas. 1. Legyen ¢ € (0,1) és M € Z" olyan, hogy minden M-nél nagyobb k egész esetén
|zpi1 /x| < q, azaz |zpq| < ¢ - |z|. Ha az igy adodo egyenlStlenséget valamely A -nél nagyobb
n esetén felirjuk minden egyes £ € M, n — 1 egészre, majd az utébbiakat Gsszeszorozzuk, végiil a
kozos tényezdket mindkét oldalrdl elhagyjuk, akkor ezt kapjuk:

_ T
2] < ¢" M‘!%M!IL—LJ"‘J"

Tehat ha a jobb oldal els6 tényezGjét c-vel jeloljiik, akkor alkalmazhat6 az Osszehasonlité kritérium
az Yy, := c- q" szereposztassal.

I1. A feltételbdl kovetkezik, hogy valamely M-t6l kezdve minden n-re |zgi1| > |k, igy az (|z,])
sorozatnak az Z N (M, +o0) halmazra valo lesziikitése (pozitiv tagin és) monoton novs, ezért nem
lehet nullsorozat. [

A gyokkritériumnak, illetve a hanyadoskritériumnak tobbnyire csak azt a specialis esetét alkal-
mazzuk, amelyben fel van téve, hogy a megfelel6 ,segédsorozatnak” van hatéarértéke:

3.23. Kovetkezmény. 1. Ha valamely (x,) sorozatra létezik a lim(X/|x,|) =: A hatdrérték, akkor
az A < 1 feltétel elegendd a > (x,) sor abszolit konvergencidjihoz, mig az A > 1 feltétel elegendd a
> (xy,) végtelen sor divergencidjahoz.

II. Ha valamely (x,,) sorozat tagjai 0-t6l kilonbozok és létezik a lim(|x,41|/|xn|) =: A hatdrérték,
akkor az A < 1 feltétel elegendd a » (x,) sor abszolit konvergencidjihoz, mig az A > 1 feltétel
elegendd a » (x,) végtelen sor divergencidjdhoz.

Bizonyitas. Ha A < 1, akkor a hatarérték definiciojat célszeri egy (1—A)-nal kisebb ¢ hibakorlatra
alkalmazni; egy ehhez valasztott M kiiszobindexre és a ¢ :== A+¢ szamra alkalmazhaté a 3.21., illetve
a 3.22. Tétel 1. allitasa.

Ha A € (1,+00), akkor annyiban modosul a helyzet, hogy a hibakorlatot (A — 1)-nek célszerii
valasztani, s az el6z6 két tétel egyikének persze nem az I., hanem a II. allitdsat kell alkalmazni.

T,z

majd ismét az eléz6 két tétel egyikének II. allitasat. U

3.24. Megjegyzés. Mind a im({/|x,|) = 1, mind a im(|x,41/x,|) = 1 feltételnek eleget tevd
sorozatok kozott van olyan is, melyre > (x,) konvergens, és olyan is, melyre > (x,) divergens (ldsd
a Y (1/nP) alaki végtelen sorokat a 3.20. Példiban). Az |rn41|/|xn] — 1 esetben (is) eldfordulhat,
hogy az alabb tétel segitségével el lehet donteni a végtelen sor abszolit konvergencidjinak kérdését:
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3.25. Tétel (Raabe-kritérium). Tegyiik fel, hogy minden pozitiv egész n-re a, > 0, és legyen

R,:=n (1 — a”“) .
Qp,

I) Ha van olyan 1-nél nagyobb p szam, és eqy olyan pozitiv egész N, melytdl kezdve minden n egészre
R, > p, akkor a > (a,) végtelen sor konvergens.

II) Ha van egy olyan pozitiv egész N, melytdl kezdve minden n egészre R, < 1, akkor a ) (ay)
végtelen sor divergens.

Bizonyitas. 1) A végtelen sor részletosszeg-sorozata monoton nove, tehat elég a feliilrl korlatos
voltat igazolni. Legyen elészor n > N egész; a feltétel szerint minden k € N, n esetén Rj > p.
Szorozzuk be ennek az egyenlGtlenségnek mindkét oldalat ag-val, majd vonjunk ki az igy kapott
egyenlGtlenség mindkét oldalabol ag-t, akkor ezt kapjuk:

(k— Dag — kagyr > (p— 1)ag.

Végezziik el ezeknek az egyenlGtlenségeknek az Osszegzését k = N-t6l k = n-ig, ekkor a bal oldalak
Osszegzése soran kettd kivétellel mindegyik tag kiesik (a tobbi tag mindegyike fellép egyszer ,minusz”
és egyszer plusz” elgjellel):

(N = Day = nap > (p—1) ) ar,
k=N

mnen
n

N -1
ZakS 1GN
k=N p=

(itt a nagyobbik oldalt egy negativ elGjeli tag elhagyasaval tovabb néveltiik), ebbdl kovetkezik, hogy

minden pozitiv egész n-re
n

N-1
Zak < ;ak + ]]\j__llaN-

k=1

IT) Az Ry, < 1 egyenl6tlenségnek a fentihez hasonlo atrendezésével most azt kapjuk, hogy (k—1)ay —
kapy1 <0, Osszegezve k = N + 1-t6l k = n-ig:

Na
Nayi1— (n—1)a, <0, innen ay, > NT,
n —
tehat a minorans kritériumbol (3.19) kapjuk, hogy a végtelen sorunk részletosszeg-sorozatanak
hatarértéke +oo. [J

3.26. Kovetkezmény. A tétel jeloléseit haszndlva, tegyik fel, hogy létezik a lim(R,) =: A. Ha
A > 1,akkor a végtelen sor konvergens, ha A < 1, akkor a végtelen sor divergens.

3.27. Példa. Az n — \(Z)| =: a, sorozatbol képezett végtelen sor pontosan akkor konvergens, ha
a > 0.
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Bizonyitas. Ha a nemnegativ egész, akkor az (a,) sorozatnak az a-nal nagyobb indexii tagjai

mind nullaval egyenldk, igy a részletosszeg-sorozat azért konvergens, mert egy kiiszob f6lott konstans.

Ha o mindegyik nemnegativ egészt6l kiilonbozs valos szam, akkor az (a,) pozitiv tagi sorozat, s

megmutatjuk, hogy a hozza tartoz6 Raabe-féle (R,) segédsorozat konvergens: ha n > «, akkor
ny1  |la—n| n—a 1+a

an, n+1 n+1 n—+1’

ezért

n
R, = (1 1 +a
( +oz)n+1—> + o

tehat az el6z6 Kovetkezmény szerint a bizonyitast befejeztiik. [

Az alabbi utolso elégséges feltétel mar csak a konvergenciara ad elégséges feltételt, és nem az
abszolut konvergenciara.

3.28. Tétel (Leibniz tétele). Ha (x,) olyan szimsorozat, amely teljesiti a kovetkezd hdrom
feltételt: (a) (x,) nullsorozat, (b) (|x,|) monoton, (¢) minden pozitiv egész n-re , - xp11 < 0,
akkor

L > (x,) konvergens,

II. Minden n € Z" esetén > p_ @k — > oy Tk| < |Tpia].

Bizonyitas. Legyen minden pozitiv egész n-re
n
Sp = § T, Gp = Sop—1, bn ‘= Son.
k=1

A (c) feltételbdl kovetkezik, hogy az (x,,) sorozatnak vagy minden péaratlan indexi tagja pozitiv és
minden paros indext tagja negativ, vagy minden paratlan indexd tagja negativ és minden paros
indexi tagja pozitiv. Foglalkozzunk egyelére az utobbi esettel.
[. Ekkor minden n-re

Unt1 — Gy = Topg1 + Top = —|Tonp1| + [T2n| > 0

(egy nemnegativtagii monoton nullsorozat csakis monoton fogyo lehet),

bn+1 — by = Tanyo + Tang1 = ‘5U2n+2‘ - ’$2n+1’ <0

és
by, — ap = Top = |To,| >0,

tehat az (a,), (b,) sorozatok teljesitik a Cantor-féle kozosrésztétel feltételeit, sét, lim(xq,) = 0
miatt még a kozosponttétel feltételeit is. E két sorozatnak van tehat egy kozos ¢ hatarértéke. Ebbgl
kovetkezik, hogy ¢ = lim(s,,) (ha valamely ¢ hibakorlat esetén az (a,), (b,) sorozatokhoz jo a kozos
M kiiszobindex, akkor az (s,) sorozathoz jo a 2M — 1 kiiszobindex).
II. Becsiiljiik meg el6bb a paratlan, majd a péaros indext részletosszegeknek a c-t6l valo eltérését:

|Son—1 — | =c—an, < b, —an, = |T2n], [S2n —¢| =b, — ¢ < by — apt1 = —Tops1 = |Tont1]-

Ha minden n-re x, = (—1)""! - |z,|, akkor a (—=,) sorozatra alkalmazhatjuk az eddig bizonyi-
tottakat; ezek utan — felhasznalva azt a tényt, hogy a > (—z,) végtelen sor részletosszeg-sorozata
a (—s,) sorozat — abbol, hogy

lim(s,) = —lim(—s,),
illetve
s — lim(s,)| = | = sp, — (= lim(s,))| <[ = Tppa| = [Tnsa,

kovetkezik az 1., illetve a II. allitas az (x,,) sorozatra vonatkozoan is. [
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3.5. Végtelen tizedestortek

3.29. Definici6. Végtelen tizedestorteknek az olyan (x,10™") alaki sorozatokbol képezett végtelen
sorokat nevezziik, amelyekre

(2,) €T :={(x,): Z*U{0} - Z2TU{0} : VneZ" 2, €0,9},

és az a kijelentés, hogy a > (x,107") végtelen tizedestort a nemnegativ v valds szam (egyik) végtelen
tizedestort-elddllitdsa, azt jelenti, hogy

0o
Tn
Lo, L1L2...Tp... .= W = v

n=0
3.30. Tétel. A > (x,107") végtelen sor minden egyes (x,) € T esetén konvergens.

Bizonyitas. A vizsgéalt végtelen sor (abszolit) konvergencidja az Osszehasonlitd kritériumbol
kovetkezik, ugyanis minden pozitiv egész n-re |z,107"| = x,107" < 9-107", és a »_(9-(1/10)")
végtelen mértani sor konvergens. [

3.31. Tétel. Legyen (x,) € T és minden nemnegativ egész n esetén
a, = ZkuO’k , by:=a, + 107"
k=0

ekkor a N{[an, by} halmaz egyelemd, és az egyetlen eleme a -~ x,107" szdm.

Bizonyitas. Azt bizonyitjuk, hogy az (a,), (b,) sorozatok teljesitik a Cantor-féle kozosponttétel
feltételeit. Az n +— b, — a, = 107" sorozat pozitivtagi nullsorozat, az (a,) sorozat egy nemnegativ
tagu sorozat részletosszeg-sorozata, tehat monoton névé, végiil minden nemnegativ egész n-re

bn+1 =a, + xn+110—(n+1) + 10—(n+1) S an + (9 + 1) . 10_(n+1) — bn‘

Cantor tétele szerint tehat a N{[a,, b,]} halmaz egyelemii és az egyetlen eleme a lim(a,) szam. [

3.32. Tétel. I. Minden nemnegativ v valds szdmnak van végtelen tizedestort-elddllitdasa, I1. minden
nemnegativv € R szdmhoz egyetlen olyan (x,)) € T sorozat taldlhatd, amelyre minden k € (Z*U{0})
esetén

k k
(1) aj, = Z:L‘il()_i <v< inlo_i +107*.

i=0 =0

Bizonyitas. Az el6z6 tétel szerint elég a I1. allitast bizonyitani. Az (x,,) sorozatot rekurzidval adjuk
meg, s kozben teljes indukcioval bizonyitjuk, hogy az (1) kovetelmény minden n esetén egyértelmien
hatarozza meg a sorozat n-nél nem nagyobb indexid tagjait (pontosabban: minden n € esetén
egyetlen olyan (o, ..., ,) sorozat létezik, amely minden k € 1,n esetén teljesiti az (1) egyenlstlen-
ségeket).

Az (1) kovetelmény a k = 0 esetben pontosan akkor teljesiil, ha a nemnegativ egész xy szam a v
szam egész része.
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Tegyiik fel, hogy n pozitiv egész, és pontosan egy olyan (zo,...,x,_1) sorozat létezik, melyre (1)
teljesiil minden k& € 0,n — 1 esetén. Igazolnunk kell, hogy egyetlen olyan x, € 0,9 szam talalhato,
melyre

a1+ 2,107 <v<a,1+ (x,+1)107",

azaz melyre
z, < 10"(v — ap_1) < x, + 1.

Az utobbi két egyenlStlenséget pontosan egy x, egész szam teljesiti, a 10" (v — a,,_1) egész része,
és ez valoban 10-nél kisebb nemnegativ egész, vagyis 10"(v — a,_1) € [0,10), hiszen az indukcios
feltételbdl k = n — 1 valasztassal éppen ezt kapjuk. [

Most azt a kozépiskolabol ugyan szintén ismert, de ott nem kell§ precizitassal targyalt prob-
lémét vizsgaljuk, hogy mit lehet allitani ugyanazon valés szam két kiilonb6z6 végtelen tizedestort-
elsallitasanak kapcsolatarol.

3.33. Tétel. Legyenek (x,,) és (yn) T-beli sorozatok, M nemnegativ egész, és tegyiik fel, hogy minden
ne0,M—1 esetén x, = y,, xar < Yn, tovabbd

V= ixnlO" = iynlO”.
n=0 n=0

Ekkor I. xp + 1 = yur, 1. minden M-nél nagyobb egész n esetén x, =9 és y, = 0.

Bizonyitas. Vezessiik be a kovetkezd jeldléseket:
n =Y wl07F, by i=a, +107", ey =) yl07F, dy =y +1077
k=0 k=0

I. A 3.31. Tétel szerint v € [aps, bar] N [ear, dag], ezért ey < v < by Ebb6l kovetkezik, hogy
yMlO_M =Cpm — Cpy—1 = Cpp — Qpr—1 S bM — ap—1 = (.TM + 1)10_M,

innen yy; < xp + 1 < ypy, vagyis valoban xy + 1 = yay.

IT. Az 1. &llitasbol kovetkezik, hogy by = ¢y, tehat [ans, bas] O [ear, dy] = {v}, Gjra az 5.3. Tételbol
kovetkezik, hogy minden M-nél nem kisebb n egészre b, = v = ¢,,. Vagyis minden ilyen n-re egyrészt
Yni1 = 10" (¢, 11 — ¢,) = 0, masrészt

Tpp1 = 10" (@41 — @) = 10" (v = 1070y — (v = 107")) = 10"+ - 107"V . (=1 + 10) = 9.

]

3.34. Megjegyzés. Az eldzd tétel megfordithato: Ha a T halmaz (x,) és (y,) elemeihez taldlhato
olyan M nemnegativ egész, hogy minden n € 0,M — 1 esetén x, = y,, xapr + 1 = ypr, €s minden
M -nél nagyobb egész n esetén x, =9 és y, =0, akkor

U= anm*" = Zynl()’” =: .
n=0 n=0
Valoban, felhaszndlva az 3.31. Tételt és az eldzd tétel jeloléseit,

{u} = Nflan, bu]} = {bar} = {em} = O{len, du]} = {v}.



Szilagyi T.: Analizis III. Végtelen sorok 49

Most azt fogjuk megvizsgalni, hogyan lehet felismerni a (pozitiv) racionalis szamokat a végtelen
tizedestort-elGallitasaik alapjan. Annak érdekében, hogy a valaszt tomoren tudjuk megfogalmazni,
hasznalni fogjuk a periodikus fiiggvény fogalmat, melynek definicija a bevezets fejezet végén talal-
hat6 (1.66. Definicio).

3.35. Megjegyzés. Ha eqy szamsorozat periodikus, akkor minden periodusa pozitiv egész szdm.

3.36. Tétel. Legyen (x,) € T; ekkor annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy > -, x,107" € Q
legyen, az, hogy létezzen olyan M pozitiv egész, melyre az (x,) sorozatnak a Z N [M,+00) halmazra
valo leszikitése periodikus.

Bizonyitas. 1. Tegyiik fel elGszor azt, hogy valamely pozitiv egész M mellett az M-nél nem kisebb
egészek halmazéan értelmezett n — x,, fiiggvény periodikus a pozitiv egész p szerint; és bizonyitsuk
be, hogy a > (x,107") végtelen sor (a,) részletosszeg-sorozatanak hatarértéke racionalis. Minthogy
ez a hatarérték a 3.30. Tétel szerint biztosan létezik, elegendd azt bizonyitani, hogy (a,) egy rész-
sorozatanak hatarértéke racionalis, példaul az (aprirp) részsorozaté. Sot, minthogy minden egyes
részletosszeg raciondlis szam, példaul az M-edik is, elég az (arr4rp — anr) sorozat hatarértékének
raciondlis voltat bizonyitani. Ez utébbi sorozatrol azt fogjuk igazolni, hogy 1ényegében azonos egy
konvergens végtelen mértani sor részletosszeg-sorozataval — pontosabban: megmutatjuk, hogy van
olyan (b;);cz+,, mértani sorozat, melynek kvociense 1/107, s melynek részletosszeg-sorozatat (s )-
val jelolve, minden pozitiv egész k esetén apirp — apr = Sp—1 — igy hatarértéke a 3.6. Megjegyzés
alapjan konnyen kiszamithato lesz. Valoban, induljunk ki abbdl, hogy ha k pozitiv egész, akkor az
anrikp — apr szém azoknak az x;107 alakt szorzatoknak az sszegével egyenl, amelyeknek ¢ indexe
M-nél nagyobb, de M + kp-nél nem nagyobb, és allitsuk elG ezt az Osszeget k darab p tagi Osszeg
Osszegeként a kovetkezd modon:

k-1 [ M+(i+1)p

Arf+kp — QN = Z Z 9:110_1

J=0 \i=M+jp+1
Ha a zarojelek kozott allo osszeget bj-vel jeloljiik, akkor — kihasznalva a p szerinti periodicitast —

p i P
N Emgpr (LN N u
bi = Z 10M+ip+i (10p) Z 10M+i”

i=1 i

Ebbdl az alakjabol mar konnyen leolvashato, hogy a (b;) sorozat 1/10P kvocienst mértani sorozat,
kovetkezésképpen

Dby Ty 107D
1—1/107

c Q.

oo
lim (aM+kp — CLM) = E bk =
k—oo =0

I1. Ha a végtelen sor 0sszege nulla, akkor (z,) csakis az azonosan nulla sorozat lehet, hiszen ha

valamely m esetén x,, > 0 volna, akkor a részletdsszeg-sorozat m-nél nagyobb indextd tagjai koziil
egyik sem lehetne kisebb, mint z,,/10™.
A tovabbiakban tehat feltehetd, hogy a végtelen sor Gsszege az S és R pozitiv egész szamok hénya-
dosa. S6t, az is feltehets, hogy az S/R szammnak egyetlen végtelen tizedestort-elGallitasa van, a
masik esetben ugyanis az el6z6 tételbdl kovetkezik, hogy az (x,) sorozat valamely Z N [M,+o00)
alakd halmazra valo lesziikitése konstans, azaz 1 szerint periodikus.
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Felhasznalva tehat azt, hogy az S/R szamnak egyetlen végtelen tizedestort-elGallitasa van, a
3.32. Tétel alapjan allithatjuk, hogy minden n € esetén

_ S
a, = Zxklo_k < In <a,+107".
k=0

Ha itt beszorzunk az R - 10" szammal:

(a,10MR < 10" - S < (a,10")R + R,
akkor lathato, hogy az a,10™ szam éppen a 10"S/R szam egész része, és minden n € esetén az
(2) rp:=5-10" — (a,10™)R

szam R-nél kisebb nemnegativ egész. Szorozzuk be (2)-t 10-zel, majd vonjuk ki az igy adodo
egyenletbdl azt, amelyet tigy kapunk, hogy (2)-ben n helyére n + 1-et irunk:

(3) 107, — Tne1 = 10" (apgy — an)R = T R.

Ebbdl elGszor is az kovetkezik, hogy z,.; egyenls a 10r,/R szam egész részével, tehat elég az
(rn) sorozatrol bizonyitani, hogy valamely Z N [M, +o00) alaki halmazra valo lesziikitése periodikus;
méasrészt az, hogy 7,41 a (10 r,) : R maradékos osztas maradéka. Az (r,) sorozat értékkészletének
véges volta miatt (részhalmaza a 0, R — 1 halmaznak) vannak olyan M és p pozitiv egészek, melyekre
M = Tym4p; €zek utan annak (teljes indukcioval t6rténd) bizonyitésa céljabol, hogy az (r,) sorozatnak
a ZN[M,+00) halmazra valo lesztikitése p szerint periodikus, elég azt bizonyitani, hogy ha valamely
pozitiv egész n esetén r, = 7,4, akkor 7,41 = 1441, Ez viszont kovetkezik (3)-bol, hiszen mind
az Tp41, mind az 74,41 szam egyenls a (10 - r,,) : R maradékos osztas maradékaval. [
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4. HATVANYOK, ELEMI FUGGVENYEK

A fejezet célja a hatvanyfogalom felépitésénak részletes targyalasa, a hatvanyfogalomhoz kapcsolodo
elemi fiiggvények (exponencialis fiiggvények, logaritmusfiiggvények, hatvanyfiiggvények) értelmezése
és néhany egyszerd tulajdonsaganak (értelmezési tartoméany, értékkészlet, monotonitas, szimmetria-
tulajdonsagok) megallapitasa.

4.1. Egész kitev6ji hatvanyok

A valos szdmok pozitiv egész kitevGji hatvinyainak pontos értelmezése az alabbi rekurzival
végezhetd el:

4.1. Definicié (Pozitiv egész kitevGji hatvanyok). Tetszdleges x valds szam elsé (1 kitevdjd)
hatvdnya x; minden eqyes n pozitiv egész esetén x" ' = 2" - .

4.2. Definici6 (Nempozitiv egész kitevgji hatvanyok). Bdrmely valds szam nulladik hatvd-
nya 1; barmely nulldtol kilonbézd y valds szam és n pozitiv egész esetén y~" :=1/y".

4.3. Megjegyzés. Megjeqgyzendd egyrészt az, hogy ez a definicio értelmes, hiszen eqyszeri teljes
indukcioval adodik, hogy barmely nulldtol kilénbozé szdm barmely pozitiv egész kitevdjd hatvanya
nulldtol kiloénbozd, mdsrészt az, hogy barmely nulldtol kilonbézd valds szam bdarmely egész kitevdji
hatvanya s nulldtol kilonbozd, s barmely pozitiv szam barmely egész kitevdji hatvinya pozitiv.

Az alabbi segédtételt az utdna kovetkezd tétel bizonyitasdhoz fogjuk hasznalni.
4.4. Lemma. Ha y nulldtdl kilonbozd valds szdm és k egész, akkor y**' =y~ - y.

Bizonyitas. Ha k pozitiv egész, akkor ez az els6, ha k = 0, akkor a masodik definiciobol kovetkezik.
Legyen végiil k a pozitiv egész p szam ellentettje. A méar bizonyitottak szerint y? = yP~! -y, ezért
(kétszer felhasznalva a nempozitiv egész kitevji hatvanyok definiciojat)

k41 1 1 1

k
Yy =——=——y=—y=9y"-y.
yr=t o ypley yP

O

4.5. Tétel (egész kitevgjli azonos alapi hatvanyok szorzata). Bdrmely nulldtol kilonbézd y
valds szam és barmely (m,n) € Z X 7 esetén y"™+" = y™ - y™.

Bizonyitas. FElGszor az n > 0 specidlis esetre bizonyitjuk az allitast, éspedig n szerinti teljes
indukcioval. Az n = 1 esetet az imént bizonyitott segédtételben elintéztiik (k := m). Az indukcios
lépés:
y y Ty=" ey y =y y) =y eyt
itt az els6 és a negyedik egyenlGség az Osszeadas, illetve a szorzas asszociativitasa miatt, a masodik
és az 0todik a segédtétel miatt, a harmadik pedig az indukcios feltétel miatt all fenn.
Ha n a pozitiv egész p szam ellentettje, akkor a definicion és az asszociativitason kiviil fel tudjuk
haszndlni a tételnek a mar bizonyitott részét is, éspedig az (m, n) par helyett az (m—p, p) szamparra:

yreyt =yt Yt =y () =y L=y

T,z

m+(n+l) _  (m+n)+1 mer m

kévetkezménye. [

Most a hatvanyozas egy masik kozismert azonossagaval, a szorzat hatvanyaira vonatkozo
azonossaggal foglalkozunk.
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4.6. Tétel. Ha u és v nulldtdl kiilonbozd valds szamok, akkor minden egyes k egész szdmra (u-v)* =
ko ok

u® -k,
Bizonyitas. A kitev$ pozitiv egész értékeire teljes indukciot alkalmazhatunk: a & = 1 eset nyil-
vanvalo; az indukcios 1épés:

(- )" = (u-0)(u-v) = (W ") (u-v) = @WFu) - (W8 v) = BT R

Ha k negativ egész, akkor alkalmazhatjuk a mar bizonyitottakat a k£ helyett a pozitiv egész —k
kitevére, ebbdl éppen azt kapjuk, hogy a bizonyitando6 egyenlGség bal oldalanak reciproka egyenls a
jobb oldal reciprokaval, mig a k = 0 esetben az 1 = 1- 1 egyenlGségrél van szd. [

4.7. Tétel. Minden nulldtdl kilénbéz6 y valds szam és (m,n) € Z x 7 esetén (y™)™ = y™".

Bizonyitas. n szerinti teljes indukciot alkalmazunk. Ha n = 1, akkor mindkét oldalon y™ all. Ha
egy pozitiv egész n-re igaz az allitas, akkor

mn _,m 4:5 mn+m m(n+1)

= @W")" -y =y ey Yy =y :

[

4.2. Gyokvonas

Az alabbi allitasok az 1.39. Tétel egyszert kovetkezményei:

4.8. Allitas. Bdrmely pozitiv egész k esetén a nemnegativ szdmok halmazdn értelmezett x — z*

fligguény kolcsondsen egyértelmien — éspedig szigorian monoton névd modon — képezi az Gsszes
nemnegativ szamok halmazdra.

4.9. Allitas. Bdrmely pdratlan pozitiv egész k szdm esetén az 0sszes wvalds szamok halmazdn
értelmezett © v+ % fiigguény szigorian monoton novd, és értékkészete egyenld az Gsszes valds
szamok halmazdval.

4.10. Definici6. Legyen k pozitiv egész; eqy q nemnegativ szam k-adik gyokén azt a nemnegativ
szdmot értjik, amelynek k-adik hatvinya q-val egyenld (jeldlés: ¥/q), egy y valds szam (2k — 1)-edik
gyokén azt a valds szamot értjik, amelynek (2k — 1)-edik hatvanya y-nal egyenld.

4.11. Tétel. Ha a és b pozitiv szamok, k pedig pozitiv egész, akkor va-b= {/a - /b.

Bizonyitas. Az iménti definiciobol és a 4.6. Tételbdl kovetkezik, hogy a bal és a jobb oldalon
egyarant olyan nemnegativ szam all, amelynek k-adik hatvanya a - b, igy a 4.8. Allitas szerint ezek a
szamok nem kiilonbozhetnek egymastol. [

A most bizonyitando tétel célja annak igazolasa, hogy a raciondlis kitevGji hatvanyok definicioja
korrekt: a hatvany értéke valoban csak az alaptol és a kitevotdl fiigg, s nem fiigg attol, hogyan
allitjuk el a kitevét egy egész és egy pozitiv egész hanyadosaként.

4.12. Tétel. Ha c pozitiv szam, Teqyiik fel, hogy k és m egész, | és n pozitiv egész, s ezek kozott
fenndll a k/l = m/n dsszefiiggés. Ekkor az aldbbi feltételek akdrmelyike elegendd ahhoz, hogy vk =
Vem legyen: 1) ¢ > 0, I1) 1 és n pdaratlanok, tovdabbd ¢ nulldtdl kilonbozd valds szdam.
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Bizonyitas. 1) A 4.8. Allitas szerint elég azt igazolni, hogy az egyenlet két oldaldn olyan nem-
negativ szamok allnak, amelyeknek az [ - n-edik hatvanyai egyenl6k egymassal. A bal oldal [ - n-edik
hatvinya az iménti definicié és a 4.7. Tétel szerint

mig a jobb oldalé
l
<( n/cm)n) — (Cm)l —_ le7

és itt a k, [, m, n szamokkal kapcsolatos feltétel szerint a két kitevs (kn és ml) egyenls egyméassal.
IT) Az 1) allitas bizonyitasat majdnem szorol szora masolhatjuk, csak az els6 mondata valtozik egy
keveset: 4.8 helyett a 4.9. Allitasra kell hivatkozni, tovabbé a ,nemnegativ’ sz6 helyett a ,yalos” szot
kell mondani. [

4.3. Pozitiv szadm racionalis kitev6ji hatvanyai

4.13. Definicié. Minden egyes pozitiv ¢ szam és raciondlis v szam esetén legyen c” := ~/cP, ahol p
egész szdm, q pozitiv egész szdm és p/q =r.

A kovetkez§ allitas konnyen kovetkezik a definiciokbol:
4.14. Allitas. Legyen c pozitiv valds, v pedig raciondlis szam; ekkor

€(0,1), hace (0,1) ésr >0, vagyc>1ésr <0,
c =1, hac=1, vagyr =0,
€ (1,400), hac>1ésr >0, vagy c€ (0,1) ésr <O0.

4.15. Tétel. Bdrmely pozitiv ¢ és raciondlis v, s szdmok esetén ¢'t5 = c" - c°.

Bizonyitas. Valasszuk a ¢ pozitiv egész és p, t egész szamokat tgy, hogy r = p/q és s = t/q

legyen. Ekkor
ptt 413 4.5 4.11 ¢/ — 4.13
CT+S:C q g \[ycp"’_t: \q/cp-ct g qcp'\q/g g c’f"ct'

O

4.16. Tétel. Ha eqy g : Q — R fiigguény helyettesitési értéke az 1 helyen pozitiv, és barmely s, t
raciondlis szamok esetén g(s +t) = g(s) - g(t), akkor minden raciondlis r esetén g(r) = (g(1))".

Bizonyitas. k szerinti teljes indukcioval igazoljuk, hogy minden pozitiv egész k£ és minden

(r1,...,7) € QF esetén
k k
g (Z n) =L (o)
i=1 i=1

A k =1 eset evidens; az indukcids feltételt azaltal tudjuk kihasznalni, hogy a k + 1-taga Gsszeget
olyan kéttagu Osszegként fogjuk fel, melynek egyik tagja k-tagi Osszeg:

(8) () s ($5) s [[Lae] s - T

i=1 =1 i=1
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Ebbdl kovetkezik elgszor az, hogy — bevezetve a ¢ := g(1) jelolést — minden pozitiv egész k szamra

g(1/k) = /e, hiszen k k k
=o(2) -1 () - ()]

méasodszor az, hogy ha r pozitiv racionélis szam, akkor ¢g(r) = ¢": eldallitva az r szamot a pozitiv
egész m és n szamok hanyadosaként,

g(r) =y (i%) = [g (%)]m:(%)m: Vem,

=1

itt az utolso egyenlség bizonyitasa céljabol elég azt igazolni (a 4.11. Tétel felhasznalasaval, m szer-
inti teljes indukcioval), hogy egy nemnegativ szamokbol képezett m-tényezds szorzat n-edik gyoke
egyenlG az egyes tényezbk n-edik gyokeinek szorzatéaval.

c=g(0+1) = g(0) - c miatt g(0) = 1 = ", végiil ha r negativ raciondlis, azaz valamely pozitiv
egész m és n mellett r = —m/n, akkor

—&: 1 :"i:"cfm:d“
g(r)_g(%) o om \/; \/_ )

itt a harmadik egyenlGség bizonyitasat a 4.11. Tételbdl, valamint abbol a ténybdl kaphatjuk, hogy

J1=1. O

4.17. Kovetkezmény. Bdrmely pozitiv ¢ szimhoz eqyetlen olyan g : Q — R filigguény taldlhato,
mely az 1 helyen a c értéket veszi fel, s melyre minden (p,q) € Q X Q esetén g(p+ q) = g(p) - 9(q);
ez az r— ¢ fiigguény.

4.18. Tétel. Minden (a,b,r) € Rt xR x Q hdrmasra (ab)” = a” -b"; minden (a,s,r) € R" x Q x Q
hdrmasra (a®)" = a*.

Bizonyitas. Mindkét allitas kovetkezik az el6z6 tételbsl. Ertelmezziik ugyanis elészor a g fiigg-
vényt a raciondlis szamok halmazan — rogzitett a és b mellett — az r +— a” - b", a masodik esetben
— rogzitett a és s mellett — az r +— a*" hozzarendeléssel. Az els6 esetben g(1) =a-b > 0, s ha p,
q racionalis szamok, akkor g(p + q) = a?™1 - bPT9 = qaP - a9 - P - b1 = aP - b - a? - b2 = g(p) - 9(q); a
masodik esetben g(1) = a® > 0, és ha p, ¢ raciondlis szamok, akkor g(p + q) = a*P+9 = g*P+s1 =
a” - a* = g(p) - g(q). O

4.19. Kdvetkezmény. Bdrmely (c,d,r) € R x RT x Q hdrmasra (c/d)" = ¢"/d". Valéban, alkal-
mazhatjuk az azonos kitevdji hatvdnyok szorzatdara vonatkozo — imént bizonyitott — azonossdgot az
a:=c/d, b:=d szereposztdssal.

4.20. Tétel. A raciondlis szdimok halmazdn értelmezett r — c” fiigguény szigorian monoton foqyd,
konstans, illetve szigorian monoton novd, attdl fiiggden, hogy ¢ € (0,1), ¢ =1, illetve ¢ > 1.

Bizonyitas. Legyen p tetszGleges racionélis szam, ¢ pedig tetszGleges p-nél nagyobb racionalis
szam. Felhaszndlva az azonos alaptu hatvanyok szorzatara vonatkozoé azonossagot, azt a tényt, hogy
barmely pozitiv szam raciondlis hatvanyai pozitiv szamok, végiil a 4.14. Allitast, kapjuk, hogy

4 = Pra=—p) — . 4P

kisebb mint ¢?, egyenls cP-vel, illetve nagyobb mint ¢?, attol fliiggéen, hogy ¢ € (0,1), ¢ = 1, illetve
c>1. [
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4.21. Tétel. Ha r raciondlis szam, akkor a pozitiv szamok halmazdn értelmezett x — " fiiggvény
(az 1 kitevdji hatvanyfigguény) szigorian monoton névd, konstans, illetve szigorian monoton fogyd
attol fiiggden, hogy r > 0, r =0, illetve r < 0.

Bizonyitas. Legyen 0 < z < y, azt kell vizsgélni, hogy a z", y" szamok koziil melyik a nagyobb,
vagy ami ezzel egyenértékii: azt, hogy a (z/y)" = x"/y", 1 szamok koziil melyik a nagyobb. Tudjuk,
hogy 0 < z/y < 1, igy erre a kérdésre a 4.14. Allitasbol kiolvashato az 7 el6jelétdl fiiggs valasz: az
(x/y)" szam kisebb mint 1, egyenls 1-gyel, illetve nagyobb mint 1 attol fiiggden, hogy az r szam
pozitiv, egyenl6 nullaval, illetve negativ. [

4.4. Tovabbi racionalis kitev§ji hatvanyok

Az alabbi definiciéban kitiintetett szerephez jutnak azok a racionalis szamok, amelyek elGallithatok
egy egész szam és egy paratlan pozitiv egész hanyadosaként, ezért ezek Osszességére bevezetiink egy
jelolést.

4.22. Jeldlés. Qo:={reQ :3ImeZ3IkeZ™ r=m/(2k—-1)}.

Ehhez a halmazhoz tartoznak példaul az egész szamok, 1/3, 7/9, 30/42, sth.
Az egyértelmi primfelbontas tételébdl kovetkezik, hogy az alabbi halmazok diszjunktak, és nyil-
vanvalo, hogy uniojuk egyenls az egész )y halmazzal:

4.23. Jelolés.
Qr:={reQ:ImmneZ r=02m-1)/2n—-1)}, Q::={reQ:3ImnezZ r=(2m)/(2n—1)}.

Mint azt mindjart latni fogjuk, a negativ alapi, Qo-beli kitevsjii hatvany definicija gyakorlatilag
ugyanaz, mint a pozitiv alapi raciondlis kitevdji hatvanyé, csak most a definicio korrekt volta a
4.12. Tételnek nem az I), hanem a II) allitasabol kovetkezik.

p o

4.24. Definici6é. Ha c negativ szam, €s a raciondlis v szam eldallithato az egész m és a pozitiv egész
2n — 1 szdm hdnyadosaként, akkor ¢ := *"~/c™, mig a 0 szdm tetszdleges pozitiv raciondlis kitevdji
hatvdnya definicio szerint nulla.

4.25. Definicié. Ha r € Qg, akkor az r kitevdjd hatvanyfiggvény az az x +— x" hozzdrendelés,
melynek értelmezési tartomdnya r < 0 esetén a nulldtol kilonbozd valos szdmok halmaza, r > 0
esetén pedig az 0sszes valos szamok halmaza, vagyis mindkét esetben azoknak az x wvalds szamoknak
a halmaza, amelyekre értelmeztiik az x” hatvanyt.

4.26. Megjegyzés. A definiciok kozvetlen kévetkezménye, hogy a QQq-beli kitevdjd hatvdnyfiigg-
vények pdaratlanok, a Qo-beliek pedig pdros fiigguények.

4.5. Az irracionalis kitev6jli hatvany értelmezése

Ha z irracionalis szam és ¢ pozitiv szam, akkor a ¢* hatvanyt olyan (¢™) alaki sorozat hatarértékeként
szeretnénk értelmezni, melyre (r,) tetszéleges x-hez tarto raciondlis tagi sorozat. Ahhoz, hogy ezt
megtehessiik, harom dolgot kell bizonyitanunk. Elgszor azt, hogy konvergens racionélis taga (r,)
sorozat esetén a (¢’™) sorozat is konvergens, masodszor azt, hogy a (¢™) sorozat hatarértéke csak
az (r,) sorozat hatarértékétdl fiigg, végiil azt, hogy minden irracionalis szamhoz taldlhaté hozza
konvergélé racionélis tagi sorozat.
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4.27. Jeldlés. Minden 1-t6l kiilonbéz6 pozitiv ¢ szdim esetén jeliljiik expR-val a raciondlis szamok
halmazdn értelmezett ¢ alapi exponencidlis fiigguényt, vagyis a Q > r +— " fligguényt.

4.28. Tétel. Bdrmely konvergens raciondlis tagi (r,) sorozat és pozitiv ¢ esetén a (c™) sorozat is
konvergens.

Bizonyitas. ¢ = 1 esetén az allitas nyilvanvalo, igy a tovabbiakban feltehetjiik, hogy ¢ # 1.
(rn) konvergens, ezért korlatos, jeloljon A, illetve B egy-egy raciondlis also, illetve felsg korlatot
(az Arkhimédész-i axioméabol kovetkezik, hogy létezik akar egész also és felss korlat is). Az expQ
fiiggvény monotonitasabol kovetkezik, hogy a (¢™) sorozat is korlatos: ha ¢ > 1, akkor K := c5,
ha ¢ € (0,1), akkor K := ¢ fels§ korlatja ennek a sorozatnak. A konvergenciit a Cauchy-féle
konvergenciakritérium segitségével igazoljuk: legyen e tetszGleges pozitiv szam; tekintettel a

|C7'n _ CT'm| — C"'m

C7"n_7"m _ 1|

azonossagra, elég olyan kiiszobindex létezését igazolni, amely f6l6tt minden m, n egészre a jobb oldal
méasodik tényezGje kisebb, mint /K, vagy ami ez utobbival egyenértékii:

1—%<c7""‘rm <1+%.

Az ({/c) sorozat 1-hez tartasabol, és a reciprokdnak 1-hez tartasabol kovetkezik egy olyan M pozitiv
egész letezése, amelyre a c'/M, ¢=/M szamok benne vannak az 1 szam ¢/K sugari kornyezetében.
A feltétel szerint az (r,) sorozat konvergens, tehat teljesiti a Cauchy-féle konvergenciafeltételt, ezért
van olyan N pozitiv egész, amely f6l6tt minden m, n egészre —1/M < r, —r,, < 1/M. Az ilyen
m, n egészekre tehat az exp® fiiggvény szigortt monotonitésabol kovetkezik, hogy e fiiggvénynek a
—1/M, 1/M helyeken felvett értékei kozrefogjak az r, — r,, helyen felvett értékét, igy ez utobbi is
benne van az 1 szam ¢/K sugari kornyezetében. [J

4.29. Megjegyzés. A tovdbbiakban néhdny tétel azonositisa sordan haszndlni fogjuk a ,szekven-
cialisan folytonos” kifejezést. Ennek pontos értelmezése a mdasodik féléves anyag elején, vagyis a
kovetkezd fejezet elején taldlhato.

4.30. Tétel (expf szekvencialisan folytonos). Ha a raciondlis tagi (r,) sorozat konvergdl a
raciondlis ¢ szdmhoz és ¢ > 0, akkor lim, ., c¢™ = .

Bizonyitas. Adott € pozitiv szdmhoz, tekintettel a
¢ — | = )™ — 1

atalakitasra, olyan kiiszobindex létezését kell bizonyitanunk, amely f6lotti n egészekre |7 — 1] <
e/cl, azaz
1—£<cr"_q<1—|—£.
cd c
Az el6z6 tétel bizonyitasaban kivetett gondolatmenetet mésolva, rogzitsiink egy olyan pozitiv egész
M-et, amelyre a ¢'/M | ¢='/M szamok benne vannak az 1 szam ¢/c? sugart kornyezetében, valasszuk
az N kiiszobindexet lim(r,) = ¢ definicidja alapjan gy, hogy n > N esetén —1/M < r, —q < 1/M
legyen, az ilyen n-ekre tehat az exp® fiiggvénynek a —1/M, 1/M helyeken felvett értékei kozrefogjak
az 1, — q helyen felvett értékét, igy ez utobbi is benne van az 1 szam ¢/c? sugaria kornyezetében. [
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4.31. Tétel. Ha (p,) és (¢n) ugyanahhoz a szimhoz konvergdld raciondlis tagi sorozatok és ¢ > 0,
akkor lim(cPr) = lim(c).

Bizonyitas. Minthogy minden n pozitiv egészre ¢’ = cPr~Inc? és az el6z8 két tétel szerint a jobb
oldalon mindkét tényez6 konvergens: 1évén (p, — g,) nullsorozat, az els6 tényezs 1-hez tart, tehat

lim ¢ = lim % lim ¢! = lim cl.
n—oo n—oo n—oo n—oo

]

4.32. Tétel. Minden valds x szam esetén léteznek x-hez konvergdlo raciondlis tagu sorozatok, ezek
kézott létezik szigoriian monoton foqyd is, €s szigorian monoton noévd is.

Bizonyitas. Rekurzioval értelmeziink egy szigorian monoton névé (y,,), és egy szigorian monoton
fogyo (z,) x-hez tarto racionélis tagt sorozatot, kozben tobbszor felhasznaljuk azt a bevezs fejezetben
bizonyitott tényt, hogy minden nyilt intervallumban van racionalis szam. Legyen y; az (r—1,2)NQ
halmaz tetszéleges eleme, z; pedig az (x,z + 1) N Q halmazé. Ha e sorozatok m-nél nem nagyobb
indexti tagjai mar értelmezettek, és minden i € 1,n esetén

1 1
Tz — - <y, z < T+ - és P <Y< oo <Y < T < 2p < 2Zpp1 < ... < 29,
1 ?
akkor legyen y,41 tetszéleges olyan x-nél kisebb racionélis szam, amely nagyobb, mint az vy, és
x—1/(n+1) szamok nagyobbika, z,; pedig tetszSleges olyan z-nél nagyobb racionalis szam, amely
kisebb, mint a z, és x + 1/(n + 1) szamok kisebbike. [

Az alabbi tétel specialis esetként (H := Q) tartalmazza az el6z6t.

4.33. Tétel. Ho H C R, x € [—00,+00), és minden x-nél nagyobb valds y esetén az (x,y) inter-
vallumban van H-beli elem, akkor van olyan x-hez tarté szigorian monoton foqyd sorozat, melynek
minden tagja a H-ban van. Ha H C R, z € (—o0,+00], és minden x-nél kisebb valds z esetén a
(z,z) intervallumban van H-beli elem, akkor van olyan x-hez tartd szigorian monoton novd sorozat,
melynek minden tagja a H-ban van.

Bizonyitas vazlata. Az el6z6 bizonyitas masolhato azzal az eltéréssel, hogy egyrészt racionalis
szam helyett H-beli szamot kell mondani, masrészt © = —oo esetén az (z + 1/n) sorozat szerepét a
(—n) sorozat, x = 400 esetén az (x — 1/n) sorozat szerepét az (n) sorozat veheti at. [

Ezzel tehéat a szakasz elején ohajként megfogalmazott kijelentés korrekt definiciova alakult:

4.34. Definicié. Ha x irraciondlis szam €és c pozitiv szam, akkor a c¢* hatvanyt azoknak a (¢™) alaki
sorozatoknak kozos hatdrértékeként értelmezziik, melyekre (r,,) tetszdleges x-hez tarté racionalis tagu
sorozat. Pozitiv irraciondlis x esetén legyen tovabbd 0* := 0.

4.6. Az exponencialis fliggvények

4.35. Definicio. Tetszdleges 1-tdl kiilonbézd pozitiv ¢ esetén a ¢ alapi exponencidlis fligguény az az
exp,. jelsorozattal jeldlt, az dsszes valos szamok halmazdt 6nmagdba képezd fiigguény, amely minden
egyes x valos szamhoz a c* hatvdnyt rendeli.

4.36. Allitas (R(exp,) C R™"). Bdrmely pozitiv c és barmely valds x esetén c® > 0.
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Bizonyitas. Az allitas abbol kovetkezik, hogy ¢ porzitiv tagi szigorian monoton névd sorozat
hatarértékeként is elGall: ha ugyanis ¢ > 1, akkor az z-hez tarté racionalis tagi sorozatot
valaszthatjuk szigoruian monoton noévének, s ha ¢ € (0, 1), akkor fogyonak. [

4.37. Megjegyzés. Tekintettel e szakasz mdsodik tételére és az iménti definiciora, mondhatjuk,
hogy barmely valds x, és barmely x-hez konvergdld raciondlis tagi (r,) sorozat esetén lim,, ., c™ =

C{L’

4.38. Tétel (exp, szigortan monoton). Ha ¢ > 1, akkor az exp, fiigguény szigorian monoton
novd, ha c € (0,1), akkor az exp, fiigguény szigorian monoton fogyd.

Bizonyitas. Csak a ¢ > 1 esetet részletezziik, a masik eset hasonldan intézhetd el. Legyenek x, y
valos szamok, x < y; vegyiink elészor az (x,y) intervallumban egy p, majd a (p,y) intervallumban
egy q raciondlis szdmot, végiil két raciondlis tagi sorozatot: egy z-hez tartd szigortian monoton
fogyo (pn), és egy y-hoz tarto szigortan nové (g,) sorozatot. A hatéarérték definicivjat az € :== p —x,
illetve £ := y — ¢ hibakorlattal alkalmazva kapjuk egy olyan (mindkét kiiszobindexnél nagyobb) m
pozitiv egész létezését, amelyre

<P <pPp<q<qn<y, kovetkezésképp < <<t <t <

itt a két szélsé egyenlGtlenség bizonyitasédhoz azt lehet hasznalni, hogy a (¢?*) sorozat monoton fogyo
s hatarértéke ¢, a (¢?) sorozat monoton novs és hatarértéke ¢v. [

4.39. Tétel (azonos alap1, ill. azonos kitevgjl hatvanyok szorzata). Ha a, b és c pozitiv
szamok, x és y valds szamok, akkor I) ¢V = c*c¥ és II) (ab)* = a™b".

Bizonyitas. Legyen (p,) racionalis tagu z-hez tarto, (g,) racionalis tagu, y-hoz tarto sorozat.
Ekkor persze (p, + ¢,) racionlis tagt, = + y-hoz tart6 sorozat, igy a bizonyitandé azonossagok-
ban szerepld hatvanyok mindegyikét elg tudjuk allitani racionélis kitevGji hatvanyok sorozatanak
hatarértékeként (lasd az el6z6 tétel eltt allo Megjegyzést), igy az allitasok konnyen kovetkeznek
a szorzat hatarétékére vonatkoz6 tételbsl, valamint abbdl a ténybdl, hogy ezek az azonossagok
raciondlis kitevGkre igazak:

lim %% = lim (¢’ ¢?) = lim ™ lim ¢ = ¢*¢?,

n—oo n—oo n—oo n—oo

lim (ab)P* = lim (a’"bP) = lim @’ lim b = a"b".

n—oo n—oo n—oo n—oo

[

4.40. Tétel (exp, szekvencialisan folytonos). Bdrmely pozitiv ¢, valds v, és v-hez konvergdld
valds (z,,) sorozat esetén a (¢*) sorozat tart a ¢’ szamhoz.

Bizonyitas. A 4.30. Tétel bizonyitasa lényegében szorol szora atmasolhato (g helyett v-t, r,, helyett
Tp-et és exp? helyett exp,-t irva), ugyanis abban a bizonyitasban az exp? fiiggvénynek csupan két
olyan tulajdonsiagat hasznaltuk, amelyeket azota az exp, fliggvénnyel kapcsolatban is igazoltunk: az
egyik a monotonitas volt, a masik az azonos alapi hatvinyok szorzatarol szolo azonossag. [

4.41. Tétel (hatvany hatvanya). Bdrmely pozitiv ¢ és valds x, y szamok esetén (c*)¥ = ™.
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Bizonyitas. El6szor valos y helyett racionalis r kitevére bizonyitjuk az allitast. Ha (r,) z-hez
tarto raciondlis tagiu sorozat, akkor
.,
()" = (hm c”‘) = lim ((¢™)") = lim ¢™" = ¢"".
n—oo n—oo n—oo

c, e,

sorozat tart az w pozitiv szaimhoz (itt u := ¢® és x,, := "), akkor minden racionélis r esetén (z],)

tart u"-hez (lasd a gyakorlatok anyagat képezé feladatgytijtemény 170. feladatat), a harmadikban a
4.18. Tételt, mig az utolsoban az el6z6 tételt hasznaltuk. [

4.42. Tétel (R(exp,) = |R+). Mindegyik exponencidlis fiigguény értékkészlete eqyenld az dsszes
pozitiv szamok halmazdval.

Bizonyitas. A 4.36. Allitas szerint elég annyit igazolni, hogy minden pozitiv szam benne van
mindegyik exponenciélis fiiggvany értékkészletében. Jeloljiik az exponencidlis fliggvényiink alapjat c-
vel, legyen v tetszGleges pozitiv szam, és tegyiik fel elGszor, hogy ¢ > 1. A Cantor-féle kdzosponttétel
segitségével, felezéses eljarassal allitjuk el6 azt az v valos szdmot, ahol az exp, fiiggvény értéke éppen
y-nal egyenld. Rekurziv modon értelmezziik az (a,,b,) parok sorozatat, éspedig olymodon, hogy
minden n-re ¢* < v < ¢ legyen. Legyen a; a legnagyobb olyan negativ egész k, melyre c* < v
(azért létezik ilyen k, mert a (¢") sorozat nullsorozat), b; pedig a legkisebb olyan pozitiv egész m,
melyre ¢™ > v (azért létezik ilyen m, mert lim(c") = +o0o0. Ha az (a,,b,) part mar értelmeztiik,

akkor f,-nel jelolve az (a, + b,)/2 felez6pontot, c¢/» < v esetén legyen a, 1 := fn és bpy1 = by,
a méasik esetben a,.1 1= a, és by,y1 := f,. Az |ay,b,] intervallumok egyetlen kozos pontjat u-val

jelolve, u az (a,) (b,) sorozatok kozds hatérértéke, ezért a 4.40. Tétel szerint a c* szdm a (c™) (™)
sorozatok kozos hatarértéke. Ebbdl, és a minden n-re érvényes ¢ < v < ¢ egyenlétlenség-parbol
adodik, hogy

U

= lim ¢ <ov < limcb”:c,

n—od n—oo
vagyis ¢ = v.
A ¢ € (0,1) hasonloan téargyalhato (csak meg kell forditani néhany egyenlStlenséget), vagy akar
a ¢ > 1 eset kovetkezményének is tekinthetd, hiszen a ¢® = v egyenlet egyetlen gyoke éppen a
(—1)-szerese az (1/c)® = v egyenlet egyetlen gyokének. [

4.7. Logaritmusfiiggvények, irracionalis kitevéji hatvanyfiiggvények

4.43. Definicié. Tetszdleges ¢ € RT \ {1} esetén a c alapi exponencidlis fiigguény inverzét ¢ alapi
logaritmusfigguénynek nevezzik és a log,. szimbolummal jeléljik. ¢ = e esetén haszndlatosak a
log :=In :=log, és exp := exp, jeldlések; ilyenkor éldszoban az e alapu” jelzdt el is lehet hagyni az
exponencidalis figguény”, illetve logaritmusfiggvény” szavak eldl.

Az el6z6 tétel azzal egyenértékid, hogy a logaritmusfiiggvények értelmezési tartomanya a po-
zitiv szamok halmaza és ugyancsak az inverz fiiggvény definici6jabol kovetkezik, hogy mindegyik
logaritmusfiiggvénny értékkészlete egyenls az 6sszes valos szamok halmazéval.

Vegyiik sorra a logaritmusfiiggvényeknek — a kozépiskolabol mar ismert — néhany fontos tulaj-
donséagat!

4.44. Tétel. 1. A c alapi logaritmusfiigguény szigorian monoton névd, illetve fogyd, attdl fiiggden,
hogy ¢ > 1, vagy c € (0, 1),

IL bdarmely (z,y,c) € RY x R x (RT\ {1}) hdrmasra log,(z - y) = log, x + log, v,

II. bdarmely (o, z,c) € R x RT x (R*\ {1}) hdrmasra log,2® = « - log, ,

IV. barmely (a,b,z) € (R*\ {1}) x (RT\ {1}) x R" hdrmasra log, b - log, x = log,, .
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Bizonyitas. 1. A log, fiiggvény definiciojabol kapjuk, hogy ugyanolyan értelemben szigortian
monoton, mint az exp, fiiggvény: ¢ > 1 esetén log,x > log,y-bol kivetkezik, hogy = = %8 >
c°8¥ =y, ha pedig ¢ € (0,1), akkor log, z < log, y-b&l kovetkezik x = clo8® < clogc¥ = ¢,

I1. A log, fiiggvény, illetve az inverz fliggvény definicidja szerint log.(x - y) az egyetlen olyan t valds
szam, amely teljesiti a ¢! = x - y feltételt, ezért elég azt igazolni, hogy log,. x + log, y is ilyen szam:

cogeatlogey _ Jogex | logey _ o Y.

III. A log, fiiggvény, illetve az inverz fiiggvény definicioja szerint log,. x® az egyetlen olyan t valos
szam, amely teljesiti a ¢! = z® feltételt, ezért elég azt igazolni, hogy « - log, z is ilyen szam:

Ca-logcx — (Clogcx)a — %

IV. A log, fiiggvény, illetve az inverz fliggvény definicija szerint log, x az egyetlen olyan t valos
szam, amely teljesiti az o’ = x feltételt, ezért elég azt igazolni, hogy log, b - log, x is ilyen szam:

aloga blogyz _ (aloga b)l‘)gbx _ blogbm =z,

az elsé egyenldség a hatvany hatvanyara vonatkozd azonossag (4.41), a masodik és a harmadik a
logaritmusfiiggvények definicioja alapjan allithato. [

Most réviden megismerkediink az irracionélis kitev§jii hatvanyfiiggvényekkel is; ezeket az « kitevs
pozitiv irracionalis értékei esetén a nemnegativ szimok halmazan, o € (—o00,0) \ Q esetén a pozitiv
szamok halmazan értelmezziik az x — x“ hozzarendeléssel. Az o kitevGji hatvanyfiiggvény jelolésére
az id* szimbolumot hasznaljuk.

4.45. Tétel. Legyen « irraciondlis szam. FEkkor
I R(id") = D(id*),

11. id® szigorian monoton névd, illetve fogyo — attdl fiiggbden, hogy o pozitiv, vagy negativ.

Bizonyitas. Mindkét allitas kovetkezik az x® = e®"® azonossdgbol (z € R"), hiszen
I. R(In) = R, R(exp) = R*, és pozitiv a esetén 0% = 0, és
II. mind a exp, mind az In fliggvény szigorian monoton novs. [l

4.8. A hiperbolikus fiiggvények

4.46. Definicié. A hiperbolikus koszinusz, hiperbolikus szinusz fiigguényeket az dsszes valds szdmok
halmazdan az
e’ +e " . e’ —e™ :
x> chx = T(:: coshz) illetve az x> shx = T(:: sinh z)
hozzdrendelésekkel értelmezzik (sokan haszndljik a koszinusz hiperbolikusz, szinusz hiperbolikusz el-
nevezéseket is).

4.47. Tétel. A sh fiigguény pdratlan, szigorian monoton névd, értékkészlete az dsszes valds szamok
halmaza, inverze pedig az R >t — In(t + Vt? + 1) fiigguény.

A ch fiigguény pdros, a chljp o) fligguény szigorian monoton novd, értékkészlete (amely persze
egyszersmind a ch figguény értékkészlete is) az [1,+00) intervallum, inverze pedig a [1,4+00) >t —

In(t + V2 — 1) fiigguény.
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Bizonyitas. A szimmetriatulajdonsagok egyszeri behelyettesitésekkel igazolhatok. Az exponen-
cidlis fiiggvény szigorian monoton novs, ezért ilyen az (1/2)exp és az x +— (—1/2)e™" fiiggvény is,
tehat ezek Osszege, a sh fiiggvény is. Ennek és a sh0 = 0 egyenlGségnek azt a kovetkezményét, hogy
a sh fliggvénynek a nemnegativ helyeken felvett értékei nemnegativak, mindjart fel is hasznaljuk:
Egyszeri szamolassal ellenérizhetG ugyanis, hogy minden valos x esetén

z _z\ 2
o =2 (550 r—2a (5) 4,

tehat a ch [ o0 fiiggvény eldall szigortan monoton nové fiiggvények kompoziciojaként:

1
d”m#m):(24d+1)06dﬂmﬁm»08h0(§'M).

Az sh értékkészletével és inverzével kapcsolatos allitas bizonyitasa céljabol azt kell bizonyitani, hogy
minden egyes valos ¢ esetén a shx = t egyenlet egyetlen megoldasa az © = In(t + /12 + 1) szam. Az
shx =t egyenletet atrendezve ezt kapjuk:

(4) (e%)* — 2te® — 1 =0,
az shx =t egyenlet egyetlen megoldasa az
(5) s —2ts—1=0

egyenlet egyetlen pozitiv megoldasanak e alapu logaritmusa. A (5) egyenletnek valoban egyetlen

pozitiv megoldésa van, vagyis
t—Vti2+1<0<t+Vi2+1,

hiszen

max{—t,t} = [t| = VI < V2 + 1.

A ch fiiggvény értékkészletével és inverzével kapcsolatos allitasok bizonyitésa céljabol igazolnunk kell
egyrészt azt, hogy t < 1 esetén a chz = t egyenletnek nincs megoldasa, méasrészt azt, hogy t > 1
esetén a chx = t egyenlet egyetlen nemnegativ megoldasa a ¢t + v/t? — 1 szam. Az elgbbi abbol
adodik, hogy minden valés z-re az e®, e=* szamok mértani kozepe 1, tehat a szamtani kozepiik (a
chz szam) nem lehet 1-nél kisebb. Az utébbi bizonyitésa céljabol a ch x = t egyenletet az

(e")* —2te” +1=0

alakra hozva lathato, hogy egy nemnegativ z szdm pontosan akkor megoldasa a ch x = ¢ egyenletnek,
ha ez a szam az

(6) s 8% — s+ 1

polinomfiiggvény egy 1-nél nem kisebb gyokének e alapt logaritmusa. A (6) polinomfiiggvény
gyokeinek szorzata (illetve amikor egyetlen gyoke van, akkor annak négyzete) 1, szamtani kozepiik
pedig t(> 1), tehat ¢ = 1 esetén az egyetlen gyoke 1, t > 1 esetén a kisebbik gydke a (0,1), a
nagyobbik az (1, 4+00) intervallumban van, vagyis mindkét esetben egyetlen 1-nél nem kisebb gyoke
van, és ez a t + t?> — 1 szam. [

4.48. Definicié. A th := sh /ch(=: tanh) figgvény neve hiperbolikus tangens (vagy tangens hiper-
bolikusz), a cth := ch /sh(=: coth) figguényé pedig hiperbolikus kotangens (vagy kotangens hiperbo-
likusz).
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4.49. Tétel. A th figgvény paratlan, szigorian monoton novd, értelmezési tartomanya R, értékkész-
lete (—1,1), a cth fiigguény pdratlan, injektiv, értelmezési tartomdnya a 0-tol kiillonbézd valds szamok
halmaza, értékkészlete az 1-nél nagyobb abszolit értékd valds szamok halmaza, mind a negativ, mind
a pozitiv szamok halmazdra valo leszikitése szigorian monoton fogyd. A th fligguény inverzét a

1+t 1 ‘
=—In

1
(—1,1) 9t|—>§1n

1—-1

14t
1—t 2 ’

a cth fligguényét pedig az

1. t+1 1

1+t
1—-1t

hozzdrendeléssel lehet megadni.

Bizonyitas. A th fiiggvény szigorian monoton névé volta kiolvashato az alabbi atalakitasbol:

e —e e 2

thx — = frnd —_ 1’
et +e 14+e 22 14e22

a tobbi allitas (igen egyszerii) bizonyitasa hazi feladat. [

4.50. Definici6. Az arch := (ch \[O,Jroo))_l, arsh := sh™!, arth := th™!, arcth := cth™" figgvények
neve rendre area koszinusz hiperbolikusz, area szinusz hiperbolikusz, area tangens hiperbolikusz, illetve
area kotangens hiperbolikusz.

4.51. Feladat. Allapitsuk meg az imént értelmezett figguények értelmezési tartomdnydt, értékkész-
letét, és monotonitdsi tulajdonsdgait.



